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 الملخص

يعددددد الل امددددا مددددن اة دددداهيم الساسددددية جددددت الرياضدددديات، حيددددة للصدددداوز للاتيمالددددم الجواندددد  الن ريددددة للصددددا   دددد  مصددددا ت ملعددددددة م ددددا 

، وعلددددم الرادددداد الجويددددة، ون ددددرا ل ددددون الل امددددا العددددادي او الةلادددد  ي  ددددا جددددت حددددا  الدددددوا  اةعر ددددة جددددت الاقلصددددادال يزيددددال، الةندسددددة، 

ت واةركدددز اةلوسددم وعددزر المصدددور الددناط  لددتعلم اةندددالت  يددر اةنل مددة وال ددد  ل ددون عل  ددا الدالدددة ملغيددرين، وجددت حالدددة  يصدداد اةسدداحا

ت ددده هددن  اةلصددلة  يددر قابلددة للل امددا، كددان   بددد مددن ولددود الل دداملات ال ناايددة وال دد  للعدد  دورا را سدديا ل ددا م ددا هددن  اة دد لات. 

سية ال   طسدلم الودول ع د   عدلم ساض مصموعة من الللاتيمات ال اسلعر ا الورقة      براز اهمية الل اما ال نائ  وذلك من خلا 

مدددا أدددت اهدددم للاتيمدددات  :وذلدددك لبلابددة عدددن سدددها  التحدددة وهددو ؛لمدددديم ام لدددة لوضددديحيةل والةندسددة و جدددت مصدددا ت ال يزيدددااسددلادامالم 

سدلعراض ههدم للاتيمالدم؛ حيدة لدم لمدديم يتدا التحة بلمديم للل اما وانواعم ومن ثم طعريف بالل اما ال نائ  وا ال نائ ؟الل اما 

ام لدة ل سددال المجددور ممددا يعددزز ال ةددم الةند دم  لل وددال، كمددا لندداو  التحددة حسددال اةسداحات وال دد  للعدد  دورا كتيددرا جددت الةندسددة 

امي يددددة اةعماريددددة واللصددددميم، ولددددم الللاددددرا ل سددددال ال للددددة مددددا يسدددديع دراسددددة لوزنددددد ال للددددة جددددت اللسددددار اةعمدددددة و ةددددم الجواندددد  الدين

ردرز هدنا الللاتيدت اهميدة الل امدا ال ندائ  جدت لحليدا الاسدلمرار اةلعلمة ب ا، ولم اسلعراض كي ية لحديد مركز ال للة للألسار  حيدة يب

ا لدراسددة ال ركددة الدورانيددة ة، كمددا لددم اللعددره ع دد  واللددوازن جددت الن مددة ال يزياايدد عددد ضددروري  كي يددة حسددال عددزر المصددور الددناط  مددا يب

دددددا  ل دددددا ال  يدددددر مدددددن  ولوادددددل  ر.ت الدينامي يدددددة للألسددددداوالل ددددداعلا  الورقدددددة   ددددد  ان الل امدددددا ال ندددددائ  يم دددددن ان يسدددددلادر ك سدددددلول  ع 

  اة  لات اةلعلمة بالللاتيمات قيد الدراسة.

 .الإحداثيات الملاتية، الل اما، الل اما ال نائ ، للاتيمات الكلمات الدالة:

Abstract 

Integration is a fundamental concept in mathematics, with applications that extend beyond theoretical aspects into 

various fields such as physics, engineering, economics, and meteorology. Given that ordinary or linear integration fails 
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for functions defined in two variables, especially in finding areas, centroids, and moments of inertia for irregular 

regions where the continuous function may be non-integrable, the necessity for double integration arises, which play 

a crucial role in addressing such issues. This paper aims to highlight the importance of double integration by reviewing 

a set of fundamental applications that illuminate some of its uses in the fields of physics and engineering, along with 

providing illustrative examples, to answer the research question: What are the key applications of double integration? 

The study begins with an introduction to integration and its types, followed by a definition of double integration and 

an overview of its most important applications. Examples of volume calculations are presented to enhance geometric 

understanding of space. The paper also discusses area calculations, which are vital in architectural design, and 

examines mass calculations that facilitate the study of mass distribution in complex bodies and their dynamic aspects. 

Additionally, the paper explores how to determine the center of mass for objects, emphasizing the importance of 

double integration in analyzing stability and equilibrium in physical systems. Finally, the study addresses the 

calculation of the moment of inertia, which is essential for understanding rotational motion and the dynamic 

interactions of bodies. The paper concludes that double integration can be used as an effective method for solving 

many problems related to the applications being studied. 

Keywords: Applications, Double integration, Integration, Polar coordinates. 

 المقدمة. 1

 وقد ارل ز للع  الرياضيات دورا بارزا جت ش   
 

ى مصا ت ال ياة جت عصرنا ال اضر.  لا ل اد لصد علما   

عددددد الل امددددا مددددن اك ددددر  ددددرو  الرياضدددديات شدددديوعا واسددددلاداما جددددت ال يدددداة    دددد ا كتيددددر ع دددد  الرياضدددديات. ونب

عدددد الل امدددا ال ندددائ  مدددن الدوات الرياضدددية الساسدددية ال ددد   الللاتيميدددة   سددديما الل امدددا ال ندددائ ؛ حيدددة يب

دن هددنا الندو  مددن الل امدا التدداح ين واةمارسددين 
 
سدلادر جددت مصدا ت ملعددددة مدن العلددور والةندسددة. يم 

ب
ط

 ةدددم اعمدددت لل دددواهر اللاتيعيدددة والةندسدددية. ل سسددد  مدددن لحليدددا كميدددات ملعدددددة ال عددداد، ممدددا يسدددةم جدددت 

ة، دددددندسال والةددددددددددل يزيا ادددددددددة م ددددددا ت مالل ددددددة جددت مصدددددددددة خاادددددددائ  اهميددددددا ال ندددددة للل امددددددددات العمليدددددالللاتيم

سددددددلادر جددددددت حس
ب
علرددددددر ضروريدددددددددال المجددددددور واةساحددددددددددددحيدددددة ط

ب
ة ددددددددااص الةندسيددددددددددد الةصدددددددددللحدي ةدددددددددددات، وط

 .(2004)ال ت سم ،  رادددللألس

ومددددن منلالددددت ان ريددددم العمليددددة اللعليميددددة بددددالواقد وال يدددداة العمليددددة يزيددددد مددددن دا عيددددة اةلعلمددددين 

لح يددز مسددلادم  الرياضدديات لزيددادة   دد  الددني د ددده (؛ لددالت   ددرة هددنا التحددة 2021للددلعلم )سددلامة، 

اللعره ع د  اهدم للاتيمالدم جدت ال يداة العمليدة وذلدك مدن خدلا  الإلابدة عدن بد ب دنا العلدم و ةمدمالاهلمار 

لدم التدا   ،وللحميدت اق دمى اسدل ادة ما أت اهم للاتيمدات الل امدا ال ندائ ؟ :وهو  ة الرا سمسها  التح

 ينبددالللاتيملددم الاسددلعانة كمددا  ،اةددن ا الوادد   اللحلي ددت باعلتددار  اليسدد  للحميددت اهددداه هددنا التحددة

؛ وذلددددددك وةوالةددددددة شدددددد ا  التيانيددددددة ب وةدددددد  اددددددورة مم نددددددةلرسددددددم ال  geogebraو  Desmosن انيددددددل تروالإ
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ددراد حسددال الل امددا ال نددائ  لةددا  اللحددديات اةلم لددة جددت اددعوية
ب
مددا يزيددد مددن قدددرة لايددا  عددلم اةنددالت اة

 المارئ ع    ةم اعمت للمسااا.

 للل امددا ال نددائ ، بدددلات اةةمددة لسندداو  هددن  الورقددة التح يددة مصموعددة مددن الللاتيمدد
 
مددن حسددال  ا

   دد  دراسددة لوزنددد ال للددة 
 
ا بلحديددد اةسدداحات لحدد  اةنحنيددات، واددو  المجددور للألسددار الصددلتة، مددرور 

ومركدددددز ال للدددددة للألسدددددار. كمدددددا يدددددلم لنددددداو  عدددددزر المصدددددور الدددددناط  وهدددددو م ةدددددور حيدددددوي جدددددت دراسدددددة ال ركدددددة 

طعزيددددز ال ةددددم الريايددددم  وال يزيددددائ  لةددددنا   دددد   ومددددن خددددلا  اسددددلعراض هددددن  الللاتيمددددات،   ددددده .الدورانيددددة

  دد   اةددار  عاليددة الل امددا ال نددائ  كدد داة لحليليددة، و ددلع   دداا لديدددة للتحددة والللاددوير جددت هددنا و  اة ةددور

 اةصا .

 الجانب النظري . 2

لالتب  ك يرٌ من علمال الرياضيات ع   الل اما اسم ااا اة لمة، ذلك هن عملية  يصاد  أت جدت الواقدد  يب

 لحمدددددددددت 𝐹ا نتحدددددددددة عدددددددددن دالدددددددددة اخدددددددددر  ددددددددددد إنن ،دالدددددددددة  𝑓ان  ددددددددددددإذا كد ددددددددد ؛ةدددددددددددداد اة لمددددددددددددة  يصددددددددددددع ددددددددد  عملي

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥)  ل دددددددا𝑥   ينلمددددددد    ددددددد  نلاددددددداا مناسددددددد ، ولوةددددددد  العلاقدددددددة بي  مدددددددا ن ريدددددددة طسدددددددمى الن ريدددددددة

 الساسية ل سال الل اما.

اةحدددد وسددم  الل امددا  يددر اةحدددد بددنلك  همددا: الل امددا  يددر اةحدددد والل امددامددن الل امددا ويولددد نوعددان 

 .(2001 ،)لةيمة و ه  الريع هنم   يعرر عن دالة محددة با يعرر عن مصموعة من الدوا 

 التكامل غير المحدد .1.2

,𝑎]لدددددل ن  𝑏]  تدددددرة  ردددددر خاليدددددة مدددددن اةصموعدددددة ℝ ولدددددل ن ،𝑓: [𝑎, 𝑏] ⟶ ℝ ن دددددددددددو  بدددددددددة مسدددددلمرة، نمدددددددددددال 

:𝐹ة دددددددددالدال [𝑎, 𝑏] ⟶ ℝ ة دددددددددة للدالددددددددددة االيددددددددددال𝑓  او ل امدددا𝑓 ان  ددددددددددددددد ذا و مدددم  ذا ك𝐹  قابلدددة لبشدددلماا

,𝑎)ع دد  ال تددرة  𝑏) اندددددوك 𝐹′ = 𝑓 رمز دددددددددددنلك بالددددددددددرمددز ل، ويب∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐  مددرا الل
ب
اما  يددر ددددددددددددددول

𝐹(𝑥)و ددددددددددددددده  𝑥النستة للملغيددددر ددددددددددددددب 𝑓ة ددددددددددددلدد للدادددددددددددداةح + 𝑐  هددددو علامدددة الل امددددا،  ∫حيدددة ان الرمددددز𝑐  هددددو

والل امددا هنددا هددو  قابلددة للل امددا 𝑓ثابدد  الل امددا وعندددما لولددد م ددا هددن  الدالددة  إننددا نمددو  بدد ن الدالددة 

 .(2009 ،)الررق ت ل اما  ير محدد

 التكامل المحدد .2.2

𝑥ومحور الس نات، واةسلميمين  𝑓لن رض ان اةساحة اةحصورة بين منحنى الدالة  = 𝑏, 𝑥 = 𝑎  رمز يب

𝐴𝑎لةا بالرمز 
𝑏. 
,𝑎]هو لصزيل منل م لل ترة  𝑃لن رض ان  𝑏] : 

𝑃: 𝑎 = 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ ⋯ ⋯  < 𝑥𝑛 = 𝑏 
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 وأت:( 1) لمريتا مساحة اةسللايلات اةوة ة بال  ا اةساحة أت ذا 

𝐴𝑎
𝑏 ≈ 𝐴1 + 𝐴2 + ⋯ ⋯ ⋯ + 𝐴𝑛 = ∑ 𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝑥∆ ذا كان  =
𝑏−𝑎

𝑛
، 𝑥�̂�  أت نملاة لمد داخا ال ترة[𝑎, 𝑏] :إن  

𝐴𝑎
𝑏 = 𝑓(𝑥1̂) ∆𝑥 + 𝑓(𝑥2̂) ∆𝑥 + ⋯ ⋯ ⋯ + 𝑓(𝑥�̂�) ∆𝑥 = ∑ 𝑓(𝑥�̂�) ∆𝑥

𝑛

𝑖=1

 

 
 ومحور السينات، 𝒇المساحة المحصورة بين منحنى الدالة  تجزيئ. 1 شكل

𝒙والمستقيمين  = 𝒃, 𝒙 = 𝒂 

 :التكامل المحدد تعريف .1.2.2

,𝑎]دالة معر ة ع    𝑓ذا كان    𝑏] ،𝑎 < 𝑏  إن الل اما اةحدد ع   ال ترة [𝑎, 𝑏] :هو 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑚𝑎𝑥(∆𝑥𝑖)→0

∑ 𝑓(𝑥�̂�) ∆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑏

𝑎

 

 .(2001 ،)لةيمة و ه  الريع   رط ولود ال  اية

 التكامل الثنائي .3.2

∫ نمددا يم ددا الل امددا الحددادي ب 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
𝑦اةسدداحة لحدد  اةنحنددى   = 𝑓(𝑥)  و ددوا محددور𝑥  جددت ال تددرة

[𝑎, 𝑏]  حيددة ان𝑓(𝑥) ≥ علرددر الل امددا ال نددائ  طعميمددا للل امددا الحددادي بحيددة يم ددا المجددم لحدد  0 ، يب

 .𝑅3سلاع جت 

 بحية 𝑅2لم ا مسللايلا جت  Ωب رض ان 
Ω = {(𝑥, 𝑦): 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑} 



 العليا لطلاب المرحلة الجامعية والدراسات ثانيالمؤتمر العلمي ال

ــالجامع ـــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــة الأسمريـــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــية الإسلامـ ــــــــــــــ  م2024-ه1446ة، ـ

  بعض تطبيقات التكامل الثنائي

 

 5 .5  تاب الأبحاثك

 
 𝑹𝟐في  𝛀. يوضح المستطيل 2شكل 

𝑧وي ددددددددددرض ان  = 𝑓(𝑥, 𝑦)  دالددددددددددة ملصددددددددددلة و يددددددددددر سددددددددددالتة ع دددددددددد  اةنلامددددددددددةΩ  اي ان ،𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ ل ددددددددددا  0

(𝑥, 𝑦) ∈ Ω والسها  الآن ما هو المجم لح  السلاع .𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)  و وا اةسللاياΩ ؟ 

 ولبلابة عن هنا السها  نستد الةلاوات اللالية:

 
 إلى مستطيلات فرعية وتقدير الحجم  𝛀. يوضح تقسيم المستطيل 3 شكل

𝒛تحت السطح  = 𝒇(𝒙, 𝒚)  وفوق المستطيلات الفرعية 

     مسللايلات  رعية بمسلميمات موازية للمحورين بحية ان: Ωنمسم اةسللايا  .1
𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯  < 𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 = 𝑏, 𝑐 = 𝑦0 < 𝑦1 < ⋯  < 𝑦𝑛−1 < 𝑦𝑛 = 𝑑 

 كما ي ت: 𝑦∆و  𝑥∆ويم ن طعريف 

∆𝑥 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
     ,     ∆𝑦 = 𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1 =

𝑑 − 𝑐

𝑛
 

 وه نا يم ن طعريف اةسللايلات ال رعية كما ي ت:
Ω𝑖𝑗 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥𝑖−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗−1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝑗} 

𝑗حية ان  = 1, 2, … , 𝑚 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛  اي انم لولد ،𝑚𝑛 .من اةسللايلات ال رعية 

 السلاع و وا كا مسللايا  رعت: لح نمدر المجم  .2

𝑥𝑖) ذا كاندددددد  
∗, 𝑦𝑗

ل ددددددون قيملددددددم  Ω𝑖𝑗، ددددددإن المجددددددم لحدددددد  السددددددلاع و ددددددوا اةسددددددللايا Ω𝑖𝑗نملاددددددة جددددددت   (∗

 اللمريبية كما ي ت:

𝑉𝑖𝑗 ≈ 𝑓(𝑥𝑖
∗, 𝑦𝑗

∗) ∆𝑥 ∆𝑦 = 𝑓(𝑥𝑖
∗, 𝑦𝑗

∗) ∆𝐴                                                  …..   (1) 
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𝐴∆حية ان  = ∆𝑥 ∆𝑦  لم ا مساحة اةسللاياΩ𝑖𝑗. 

 بصمد الحجار اللمريبية نحصا ع   المجم ال  ت كما ي ت: .3
𝑉 = 𝑉11 + 𝑉12 + ⋯ + 𝑉1𝑚 + 𝑉21 + 𝑉22 + ⋯ + 𝑉2𝑚 + ⋯ + 𝑉𝑛1 + 𝑉𝑛2 + 𝑉𝑛𝑚 

 او بصورة مالصرة: 

𝑉 = ∑ ∑ 𝑉𝑖𝑗
𝑚
𝑗=1

𝑛
𝑖=1                                                                                 …..   (2) 

 ( نصد ان:2(، )1من اةعادللين )

𝑉 ≈ ∑ ∑ 𝑉𝑖𝑗

𝑚

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

,𝑥∆)ب خن ال  اية عندما  .4 ∆𝑦) → (0,  (2001)لةيمة وه  الريع،  نصد ان: (0

𝑉 = 𝑙𝑖𝑚
∆𝐴→0

∑ ∑ 𝑓(𝑥𝑖
∗, 𝑦𝑗

∗) ∆𝐴

𝑚

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

 :تعريف التكامل الثنائي .1.3.2

𝑧 ذا كان   = 𝑓(𝑥, 𝑦)  واةنلامة𝑅 :معر ة كما ي ت 
𝑅 = {(𝑥, 𝑦): 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑} 

𝑙𝑖𝑚وكان  
∆𝐴→0

∑ ∑ 𝑓(𝑥𝑖
∗, 𝑦𝑗

∗) ∆𝐴𝑚
𝑗=1

𝑛
𝑖=1  مولودة،  إن الل اما ال نائ  للدالة𝑓    ع𝑅 يعره كما ي ت 

 ؛(2001)لةيمة وه  الريع، 

∬ 𝑙𝑖𝑚
∆𝐴→0

∑ ∑ 𝑓(𝑥𝑖
∗, 𝑦𝑗

∗) ∆𝐴

𝑚

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

𝑎

𝑅

  

 قواعد التكامل الثنائي: .2.3.2

عند حسال اة لمات الجزاية للدالة ذات اةلغيرين  إنندا يعامدا احدد اةلغيدرين ك ابد  وي دلت بالنسدتة 

للملغير الآخر، وياة ا  دإن عمليدة الل امدا ال ندائ  للودمن الل امدا بالنسدتة هحدد اةلغيدرين ب نمدا يعامدا 

 اةلغير الآخر ك اب .

 باسلادار المواعد اللالية: 𝑅يم ن حسال الل اما ال نائ  ع   اةنلامة 

,𝑥دالة جت ملغيرين  𝑓ب رض ان  𝑦  ومسلمرة ع   اةنلامة𝑅 :إن  

 يم ن  يصاد الل اما ال نائ  بحسال احد الل املين اةسساويين: .1

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑎

𝑅

∬       او        𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 𝑑𝑥

𝑎

𝑅

 

∬ م لا لل صو  ع    𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 𝑑𝑥
𝑎

𝑅
 نستد الةلاوات اللالية: 
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∫ن اما الل اما الداخ ت وهو  .أ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 دبالنستة ةلعير  وهو ال𝑦  ويعاما اةلغير الآخر وهو الد𝑥  

 اما بالنستة  ليم: 
ب
 ك اب  ونولد قيمة الل اما بين لدود اةلغير الني ن

𝑦 = 𝑓1(𝑥)         ,          𝑦 = 𝑓2(𝑥) 
 اما النالج من )ا( بالنستة للملغير الآخر وهو الد .ب

ب
𝑥 بين   𝑥ن = 𝑎, 𝑥 = 𝑏: 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 𝑑𝑥

𝑎

𝑅

= ∫ [ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

𝑓2(𝑥)

𝑓1(𝑥)

 ] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

𝑎بواسلاة  𝑅 ذا لم طعريف  .2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑔1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑔2(𝑥)  مد اسلمرارية𝑔1, 𝑔2  داخا ال ترة

[𝑎, 𝑏] :إن  

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴

𝑎

𝑅

= ∫ [ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

𝑔2(𝑥)

𝑔1(𝑥)

 ] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

𝑐بواسلاة  𝑅 ذا لم طعريف  .3 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, ℎ1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ ℎ2(𝑦)  مد اسلمراريةℎ1, ℎ2  داخا ال ترة

[𝑐, 𝑑] :إن  

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴

𝑎

𝑅

= ∫ [ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

ℎ2(𝑥)

ℎ1(𝑥)

 ] 𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

يص  ان ي ون الل اما الةارجت ارقاما هن النالج يص  ان ي ون قيمة عددية، اما الل اما  ملحوظة:

 الداخ ت     ا ل  الحيان ي ون دوالا.

 لإيصاد حدود الل اما نستد الةلاوات اللالية:  يصاد حدود الل اما: .4

 الرسم: نرسم منلامة الل اما ونمور بسسمية اةنحنيات اةحيلاة ب ا. أ.

  يصاد نماط اللمالد بين اةنحنيات. ب.

  (:Double Integration using Change of Variablesالتكامل الثنائي بتغيير الإحداثيات ) .3.3.2

طعر نا ع   الل اما ال نائ  باسلادار الإحداثيات الدي ارلية، ول ن احيانا ي ون من اةناس   يصاد 

 الل اما ال نائ  بلغيير الإحداثيات.

𝑥، وكان  الداللان 𝑅𝑥𝑦ملصلة جت  𝑓 ذا كان  الدالة  نظرية:. 1.3.3.2 = 𝑥(𝑢, 𝑣)  و𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣) 

𝑣، و 𝑅𝑢𝑣معر لين ولةما م لمات ملصلة جت  = 𝑣(𝑥, 𝑦), 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦)  معر لين وملصللين جت𝑅𝑥𝑦 

,𝑓(𝑢(𝑥حية ان  𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦))  ملصلة جت𝑅𝑢𝑣:إن  ، 

[ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑎

𝑅𝑥𝑦

= ∬ 𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣)). |𝐽| 𝑑𝑢 𝑑𝑣

𝑎

𝑅𝑢𝑣

] , |𝐽| = |
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
| 
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𝑦يم ن اللعتير بدد  وحية ان الإحداثيات الملاتية = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

 اللعتير عن الل اما ال نائ  باسلادار الإحداثيات الملاتية كما ي ت : إنم يم ن 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑎

𝑅𝑥𝑦

= ∬ 𝑓(𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃) 𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝑟

𝑎

𝑟𝜃

 

 جت هن  ال الة هو: ( 𝐽 ) حظ ان الجاكوب  

|𝐽| = |
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑟, 𝜃)
| = |

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝜃
𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝜃

| = |
𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜃

| = 𝑟 

𝑅𝑟𝜃 ذا كان   = {(𝑟, 𝜃) ;  𝑟1(𝜃) ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2(𝜃) , 𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝛽} :إن  

∬ 𝑓(𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃) 𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝑟 = ∫ ∫ 𝑓(𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜃 , 𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜃) 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃
𝑟2(𝜃)

𝑟=𝑟1(𝜃)

𝛽

𝜃=𝛼

𝑎

𝑟𝜃

 

𝑅𝑟𝜃 ذا كان   = {(𝑟, 𝜃); 𝜃1(𝑟) ≤ 𝜃 ≤  𝜃2(𝑟) , 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏} :إن  

∬ 𝑓(𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃) 𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝑟 = ∫ ∫ 𝑓(𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜃 , 𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜃) 𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝑟 
𝜃2(𝑟)

𝜃=𝜃1(𝑟)

𝑏

𝑟=𝑎

𝑎

𝑟𝜃

 

𝑟𝜃ويم ن لحديد ال دود جت اةسلو    كما ي ت: −

منلالدددددت مدددددن نملادددددة الادددددا وممدددددا  ل ددددددود اادددددغر زاويدددددة ي دددددون شدددددعاعةا  𝜃1 بحيدددددة ل دددددون  𝜃ن بددددد  قددددديم 

اةنلامددة مددد الالصددا  اةولدد  ةحدددور السدد نات، ب نمددا اكرددر زاويددة ي دددون شددعاعةا منلالددت مددن نملاددة الادددا 

,𝜃1، ومن بين ال عاعين اللنين ي ونان 𝜃2ومما  ل دود اةنلامة أت  𝜃2  ن خن شعاعا  خر ونتحة عن

,𝑟1(𝜃) مدددا مددددن اةنلامددددة، ولدددل ن ياددددر  ب rيددددخا ب مددددا شددددعا  اةنلامدددة و خددددر  𝑟او   𝑟2(𝜃)   ع دددد  الترل دددد

 (.2001وينلك ن ون قد حصلنا ع   ال دود الملاتية للل اما )لةيمة وه  الريع، 

 مفاهيم أساسية .4.2

 (:Volumeالحجم ) .1.4.2

𝑉    ذا كان   لم ا معادلة السلاع،  إن  = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴
𝑎

𝑅
 

 (2001)لةيمة وه  الريع،  .𝑥𝑦طعلا  حجم اةصسم الواقد بين السلاع واةسلو  

 (:Area Between Curvesالمساحة بين المنحنيات ) .2.4.2

,𝑓(𝑥كحالة خااة من المجم نصد انم  ذا كان   𝑦) = 𝐴(𝑅)   إن 1 = ∬ 𝑑𝐴
𝑎

𝑅
لم ا  𝐴(𝑅)حية  

 .(2001)لةيمة وه  الريع،  𝑅مساحة اةنلامة اةغلمة 
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 9 .5  تاب الأبحاثك

 (:Massالكتلة ). 3.4.2

,𝜌(𝑥 ذا كان   𝑦)  لم ا ال  ا ة
∆𝑀

∆𝑉
𝑀(𝑅)   إن  = ∬ 𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴

𝑎

𝑅
كللة الص يحة  𝑀(𝑅)حية ان  

 .(2001)لةيمة وه  الريع،  𝑅اةنلامة اةحددة ب

 (:Center of Massمركز الكتلة ). 4.4.2

، اي ان مركز يسمى مركز ال للة 𝑅النملاة ال   ي ون عندها العزر الو  يساوي ا را ةادة جت اةنلامة 

 . 𝑅ال للة هو نملاة موازية لل للة جت 

,𝜌(𝑥 إذا كان   𝑦)  لم ا ال  ا ة  إن مركز ال للة(�̅�, �̅�)  للص يحة اةم لة باةنلامة𝑅 يعلاى: 

𝑀𝑥 = ∬ 𝑦 𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴

𝑎

𝑅

, 𝑀𝑦 = ∬ 𝑥 𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴

𝑎

𝑅

 

→ �̅� =
𝑀𝑥

𝑀
  , �̅� =

𝑀𝑦

𝑀
 

 .(2001) لةيمة وه  الريع( و 2004ال ت سم ، و ت ما ذكر  كلا من 

 (:Moment Of Inertia)الذاتي عزم القصور  .5.4.2

𝑀𝑥)حية  𝑦 (𝐼𝑦)ومحور  𝑥 (𝐼𝑥)عزر المصور الناط  )العزر ال اي ( للص يحة حو  محور  , 𝑀𝑦) 

,𝑓(𝑥العزر الو  ةحور الس نات والصادات و  𝑦) )؛2004ال ت سم ، ) ،لم ا ال  ا ة )كللة/مساحة 

 (:2001لةيمة وه  الريع، 

𝐼𝑥 = ∬ 𝑦2 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴

𝑎

𝑅

     ,     𝐼𝑦 = ∬ 𝑥2 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴

𝑎

𝑅

 

لالت عليم عزر المصور الناط  الملاب :  وكنلك عزر المصور الناط  حو  نملاة الاا ويب

𝐼0 = 𝐼𝑦 + 𝐼𝑥 = ∬(𝑥2 + 𝑦2) 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴

𝑎

𝑅

 

 . الجانب التطبيقي3

 وجت هنا التند يلم لمديم  علم الم لة اللوضيحية لللاتيمات الل اما ال نائ .

𝑧اولد حجم اةنلامة اةحصورة من الع   بالملاد اة اجئ : 1 مثال = 9 − 𝑥2 − 𝑦2  ومن الس ا

 .((𝑥𝑦 Hass et al., 2018بداارة الوحدة جت اةسلو  

𝑥2لحدها داارة الوحدة   𝑅منلامة الل اما  :الحل + 𝑦2 = ، اةواو ة بالإحداثيات الملاتية 1

𝑟بواسلاة  = 1, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋(.ل4) ، ل ةر اةنلامة اةغلمة جت ال  ا 
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 10 .5  تاب الأبحاثك

                    
 ب. يوضح المنطقة المحصورة من الأعلى4شكل                        أ. يوضح دائرة الوحدة  4 شكل                     

𝒛بالقطع المكافئ                                                                                     = 𝟗 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐  ومن الأسفل 

 𝒙𝒚بدائرة الوحدة في المستوى                                                                                                  

 يلم  يصاد المجم باسلادار الل اما ال نائ  كما ي ت:

         𝑉 = ∬(9 − 𝑥2 − 𝑦2) 𝑑𝐴

𝑎

𝑅

= ∫ ∫(9 −

1

0

2𝜋

0

𝑟2) 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 =
17𝜋

4
 

𝑧اولد المجم اةحدد بالسلاحين  :2مثال  = 8 − 𝑥2 − 𝑦2 , 𝑧 = 𝑥2 + 3𝑦2 (Hass et al., 2018). 

 (.ل5) ل ةر اةنلامة اةغلمة جت ال  ا :الحل

                                        

√−أ. يوضح 5 شكل       
(𝟒−𝒙𝟐)

𝟐
≤ 𝒚 ≤ √

(𝟒−𝒙𝟐)

𝟐
 ب. يوضح المنطقة المحددة بالسطحين5شكل           

                                                                                              𝒛 = 𝟖 − 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 , 𝒛 = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒚𝟐   

√−من لمالد السلاحين نصد ان: 
(4−𝑥2)

2
≤ 𝑦 ≤ √

(4−𝑥2)

2
  , −2 ≤ 𝑥 ≤ 2 

𝑉 = ∫ ∫  (8 − 2𝑥2 − 4𝑦2) 
√(4−𝑥2)

2

−√(4−𝑥2)

2

2

−2

𝑑𝑦 𝑑𝑥 =  8𝜋√2 

𝑦اةحددة باةسلميم  ة اةنلامةاولد مساح :3مثال = −𝑥  واةنحنى𝑥2 + 𝑦2 = 3√𝑥2 + 𝑦2 − 3𝑥 

(Hass et al., 2018). 
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 11 .5  تاب الأبحاثك

𝑅 ،𝑟2ة ددددددددددددددددددددددددددنلامدددددف اةدددواددددددددددددددددددددددة لدددددددددددددددات الملاتيددددددددددددداثيددددددددددددددددر الإحدددددددددددددديسلا :الحل = 3 𝑟 − 3 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝜃)  او 

 𝑟 = 3 (1 − 𝑐𝑜𝑠(𝜃)) ، وأت لم ا معادلة قل ، واةعادلة الملتية للمسلميم𝑦 = −𝑥 أت: 

𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜃) = −𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝜃) → 𝑡𝑎𝑛(𝜃) = −1 → 𝜃 =
3𝜋

4
 

 
𝒚المحددة بالمستقيم مساحة المنطقة . يوضح 6 شكل = −𝒙  والمنحنى𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟑√𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟑𝒙 

 من الرسم نلاحظ ان اةنلامة محددة بدد:

0 ≤ 𝑟 ≤ 3 (1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃) , 0 ≤ 𝜃 ≤
3𝜋

4
 

∴ 𝐼 = ∬  𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑎

𝑅

= ∫ [∫ 𝑟 𝑑𝑟] 𝑑𝜃
3(1−𝑐𝑜𝑠 𝜃)

𝑟=0

3𝜋

4

𝜃=0

= 8.4153516 

𝑟2بال ددددددددددددددددددددد ا  كللدددددددددددددددددددددة اةنلامدددددددددددددددددددددة اةحدددددددددددددددددددددددة اولدددددددددددددددددددددد :4 مثـــــــــــــــــــــال = 4𝑐𝑜𝑠(2𝜃)  حيددددددددددددددددددددددة𝜌(𝑥, 𝑦) = 1 

((Hass et al.,2018 

 نرسم ال  ا او : :الحل

 
𝒓𝟐. يوضح المنطقة المحددة بالشكل 7 شكل = 𝟒𝒄𝒐𝒔(𝟐𝜽)   حيث𝝆(𝒙, 𝒚) = 𝟏 

𝑀 = ∬ 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑎

𝑅

= 4 ∫ [∫ 𝑟 𝑑𝑟] 𝑑𝜃
√4𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑟=0

𝜋

4

𝜃=0

= 4 
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 12 .5  تاب الأبحاثك

لرديا مدد اةسدا ة مدن الملاد   نملاة لسناس اولد مركز ال للة لص يحة معدنية ك ا ت ا عند  :5مثال 

 .(Zill & Wright, 2011) الربد الو   الوردة جتمن منحنى وطعلا  اةنلامة اةحددة بورقة واحدة 

 (؛8) نرسم اةنلامة او  ويعرر عن دالة ال  ا ة كما لال جت منلاوا السها  بال  ا :الحل

𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝑘 | 𝑟 | ; 𝑑(0, 𝜌) = 𝑟 

 
  المحددة بورقة واحدة من منحنى الوردة  في الربع الأول . يوضح المنطقة 8 شكل

          𝑀 = ∬ 𝑘 | 𝑟 | 𝑑𝐴 = 𝑘 ∫ ∫ (𝑟) 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 =
16

9

2𝑠𝑖𝑛2𝜃

0

𝜋

2

0

𝑘

𝑎

𝑅

 

         𝑀𝑥 = ∬ 𝑟3 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝐴

𝑎

𝑅

= ∫ ∫ 𝑟3𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝑟 𝑑𝜃 =
512

315
𝑘

2𝑠𝑖𝑛 2𝜃

0

𝜋

2

0

    

        𝑀𝑦 = ∬ 𝑟3 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝐴

𝑎

𝑅

= ∫ ∫ 𝑟3 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝑟 𝑑𝜃 =
512

315
𝑘

2𝑠𝑖𝑛 2𝜃

0

𝜋

2

0

 

           𝑥 =
𝑀𝑥

𝑀
=

512

315
𝑘

16

9
𝑘

=
32

35
 , 𝑦 =

𝑀𝑦

𝑀
=

512

315
𝑘

16

9
𝑘

=
32

35
 

ا يحة معدنية رقيمة ك ا ت ا لسناس  مد التعد عن محور الصادات وطعلا  اةنلامة اةحددة  :6مثال 

𝑦باةسددددددلميم  = 𝑦والملاددددددد اة دددددداجئ   4 = 𝑥2  اولددددددد عددددددزر المصددددددور الددددددناط  للصدددددد يحة حددددددو  اةسددددددلميم 

𝑦 =  .(2004)ال ت سم ،  4

 (؛9) نرسم اةنلامة او  ويعرر عن دالة ال  ا ة كما لال جت منلاوا السها  بال  ا :الحل
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 13 .5  تاب الأبحاثك

𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝑘 |𝑥|                                                                                        

 
𝒚المنطقة المحددة بالمستقيم . 9 شكل = 𝒚والقطع المكافئ   𝟒 = 𝒙𝟐 

يم ا ثاب  اللناس ، وقد اسلعملنا الميمة اةلالمة للتعد هن اةسا ة ممدار مول  دااما،  𝑘 حية

  ي ون عزر المصور الناط  اةلالول:

𝐼 = ∬  (4 − 𝑦)2 𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴 = 2𝑘 ∫ ∫ (4 − 𝑦)2𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑥
4

𝑥2

2

0

𝑎

𝑅

 

زولية  إن :  | 𝑥 | حو  محور الصادات والدالة  ملماثلة  𝑅 ∴ 

𝐼 = ∫ ∫ (4 − 𝑦)2𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑥
4

𝑥2

2

0

=
64

3
𝑘 

علاددددددى بددددددد   :7مثــــــال  ,𝑓(𝑥ادددددد يحة رقيمددددددة مركددددددز ك ا ت ددددددا مب 𝑦) = 𝑥𝑦   اةحددددددددة بددددددد𝑥 واةسددددددلميم ،𝑥 = 8 ،

𝑦واةنحنى  = 𝑥
2

,�̅�)، لِد مركز كللت ا 3 �̅�)  ، (.2004وعزر المصور الناط  الملاب  لةا )ال ت سم 

الو  يساوي ا را، حية ان مركز ال للة ةادة جت منلامة ما هو النملاة ال   عندها العزر  الحل:

 .نرسم ال  ا او ؛ ولإيصاد ال ا لاة موازية لل للة جت هن  اةنلامةوينلك ي ون مركز ال للة هو نم

 
𝒙المنطقة المحددة بالمستقيم . 10شكل  = 𝒚  نحنىوالم 𝟖 = 𝒙

𝟐

𝟑 

𝑀 = ∬ 𝑥𝑦 𝑑𝐴

𝑎

𝑅

= ∫ ∫ (𝑥𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑥 =
1

2
∫ 𝑥

7

3 𝑑𝑥 =
768

5

8

0

𝑥
2
3

0

8

0
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 14 .5  تاب الأبحاثك

𝑀𝑥 = ∬ 𝑥𝑦2  𝑑𝐴

𝑎

𝑅

= ∫ ∫ 𝑥𝑦2 𝑑𝑦 𝑑𝑥 =
1

3
∫ 𝑥3 𝑑𝑥 =

1024

3

8

0

𝑥
2
3

0

8

0

 

𝑀𝑦 = ∬ 𝑦𝑥2 𝑑𝐴

𝑎

𝑅

= ∫ ∫ 𝑦𝑥2 𝑑𝑦 𝑑𝑥 =
1

2
∫ 𝑥

10

3  𝑑𝑥 =
12288

13

8

0

𝑥
2
3

0

8

0

 

𝑥 =
𝑀𝑥

𝑀
=

80

13
 , 𝑦 =

𝑀𝑦

𝑀
=

20

9
 

𝐼𝑥 = ∬ 𝑥𝑦3  𝑑𝐴 =

𝑎

𝑅

∫ ∫ 𝑥𝑦3 𝑑𝑦 𝑑𝑥 =
1

4
∫ 𝑥

11

3  𝑑𝑥 =
6144

7

8

0

𝑥
2
3

0

8

0

 

𝐼𝑦 = ∬ 𝑦𝑥3 𝑑𝐴

𝑎

𝑅

= ∫ ∫ 𝑦𝑥3  𝑑𝑦 𝑑𝑥 =
1

2
∫ 𝑥

13

3   𝑑𝑥 = 6144
8

0

𝑥
2
3

0

8

0

 

𝐼0 = 𝐼𝑥 + 𝐼𝑦 =
6144

7
+ 6144 = 49152/7 

 الاستنتاجات. 4

ااةرت هن  الورقة  عالية الل اما ال نائ  جت معالجة  علم اة  لات الةندسية وال يزياايدة ال د  طزجدز 

ل سدددددال المجدددددور واةسددددداحات،  اللادددددرا اللمليديدددددة عدددددن حلةدددددا، وذلدددددك مدددددن خدددددلا  لمدددددديم ام لدددددة للاتيميدددددة

مركز ال للة وعزر المصور الناط . كما ااةرت النلااج ان اسلادار و بالإضا ة     لحديد لوزند ال للة، 

سددةم  ددا لديددددة للتحددة والللادددوير جدددت  جدددت طعزيدددز ال ةددم الريايدددم  والن ددري،الل امددا ال ندددائ  يب
 
ممدددا ي دددلع   اق

  .هنا اةصا 

 بل دددارات وللاتيمددددات مسددددلمتلية جدددت شدددد ى اةصددددا ت ساسددددا يم دددن ان ل ددددون نلددددااج هدددنا التحددددة ا

سدديع النلددااج لحسددين ك ددالة لصددميم الشدد ا  والةياكددا، مددا  .العلميددة والةندسددية
ب
  دد  مصددا  الةندسددة، ل

سدةم هدن  النلدااج جدت للادوير لمنيدات ملمدمدة جدت مصدا ت م دا  .يهدي     لحسين ال  الة واةوثوقية
ب
كمدا ط

عددددد    للحسددددين قدددددرات اللنمددددا الدددد ةددددم الالرويولددددات، حيددددة يب
 
ا اساسدددديا

 
دقيت للمسدددداحات والحجددددار شددددرل

وياللددا ت، يب ةددر هددنا التحددة ان الل امددا ال نددائ  لدد   مصددرد اداة رياضددية، بددا اداة  .والل اعددا مددد الت  ددة

 .قوية ذات للاتيمات عملية واسعة النلااا

وصدم   ت العمليدة للل امدا ال نددائ ، ى بمواادلة دراسدة وللادوير اةندالا اللعليميددة للعزيدز الللاتيمدايب

مما يسةم جت لح يز الليا  المادمة ع   اسل  اه الرياضيات ك داة اساسية للحليا و ةم العالم من 

ا للوسيد نلااا اسلادار الل اما  عد ضروري  حولةم. جت ضول ذلك،  إن التحة اةسلمر جت هنا اةصا  يب

 .لااج متل رة جت ماللف اللاصصات العلميةال نائ  وللاوير اسالي  لديدة يم ن ان لهدي     ن



 العليا لطلاب المرحلة الجامعية والدراسات ثانيالمؤتمر العلمي ال

ــالجامع ـــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــة الأسمريـــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــية الإسلامـ ــــــــــــــ  م2024-ه1446ة، ـ

  بعض تطبيقات التكامل الثنائي
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