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 الملخص

تنقسم المعرفة الرياضية إلى المعرفة المفاهيمية النظرية والمعرفة الإجرائية التطبيقية، ويشكل التوازن بينهماا رار ا اساسايا لتكاوي  

 ماااا تر ااا  ، اااى 
 
عااال التكامااال الهنااالمح ايااال المفااااهيم اتقورياااة أااال الرياضااايات المتقلمااة، إ  ان اللراساااات  ه ااا ا معرفااة رياضاااية ،ميقاااة، ويا

تهااالذ هااارق الورقااة لعااارر الأساااا النظرياااة للتكاماال الهناااالمح، بو اااف  امتااالادا   .الجانااا الإجرالماااح والتطبيقاااح ماملاااة الجانااا النظاااري 

للتكاماال اتقااالود أاال دعااال وايااال، اسااتيلم المااان ل الو ااافح التحلي اال للراساااة المفاااهيم و العلاقاااات الرياضاااية،   ناااو  البحااا   عريااا  

التكامل الهنالمح ،ب  مجموع ريمان الهنالمح و رروط وجودق، وتبسيط يساب التكامل وفقا لنظرية فوبيني و غي ا  الإيالاايات، بلا اة 

بلراسااا ها ، اااى مناااا   مساااتطيلة اااام التعمااايم ، اااى  مناااا   ،اماااة أااال المساااتوا ،بااا  تمل ااال اللالاااة المكاملاااة،  ظاااار البحااا  ان المعرفاااة 

الإجرائياااة للتكامااال الهناااالمح    ممااا  ان تمتمااال دون إدراا الأساااا النظرياااة الياااي تممااا  البايااا  مااا  تمهيااال الظاااواهر الطبيعياااة  بلقاااة 

 .وترجم ها إلى نماذج رياضية، مما يع ز اهمية التوازن ب ن الجانا النظري و التطبيقح

 . التكامل الهنالمح، نظرية فوبيني، مجموع ريمان، التكاملات التمرارية الكلمات الدالة:

Abstract  

Mathematical knowledge is divided into theoretical conceptual knowledge and procedural applied knowledge, and 

the balance between the two forms a fundamental condition for developing deep mathematical understanding. 

Double integration is considered one of the central concepts in advanced mathematics. However, studies often 

focus on the procedural and applied aspects while neglecting the theoretical aspect. This paper aims to present the 

theoretical foundations of double integration as an extension of single-variable definite integration. The 

descriptive-analytical method was used to study mathematical concepts and relationships. The research addresses 

the definition of double integration through the double Riemann sum and its existence conditions and simplifies 

https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/
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its calculation according to Fubini's theorem and coordinate transformation, starting with its study over rectangular 

regions and then generalizing to general regions in the plane via the extension of the integrable function. The 

research shows that procedural knowledge of double integration cannot be complete without understanding the 

theoretical foundations that enable the researcher to accurately represent natural phenomena and translate them 

into mathematical models, thereby highlighting the importance of balancing the theoretical and applied aspects. 

Keywords: Double integration, Fubini's theorem, Riemann sums, Repeated integrals. 

   المقدمة. 1

تصن  المعرفة الرياضية لنو، ن متكامل ن: المعرفة المفاهيمية واليي تمهل رابمة مت ابطاة ما  العلاقاات 

والمبادئ الأساسية، والمعرفاة الإجرائياة الياي تتعلا  باال طوات والعملياات اللازماة لقال المساائل، العلاقاة 

تفا،لية متبادلة، فالمعرفة المفاهيمية تمنح الإجراءات الرياضية معناها وتب رها، أل ي ن ان   النو، ن ب ن

الإجراءات تل،م المفاهيم م  خلا  التطبي ، م  ام،  مهل التوازن ب ن الناو، ن رار ا اساسايا لتكاوي  

  .(Hiebert,1986)فة رياضية ،ميقة ذات توظي  فعا  معر 

  بيعيااااا لمتقلمااااةالمفاااااهيم الأساسااااية أاااال الرياضاااايات ااياااال التكاماااال الهنااااالمح 
 
، إذ  مهاااال امتاااالادا

 وم التكاماال اتقاالود أاال دعاال  وايااللمفااا
 
، مهاال للقاجااة إلااى و اا  المميااات أاال دعاال  ، وقاال أشاات اسااتجابة

عاال التكاماال الهنااالمح تحااا الأسااطح والمساااية والأاجااام المهافااة اداة رياضااية ذات اهميااة  ب اا ة باارل  ، يا

فاااان الإلماااام بتساسااايات   فاااتح و،ليااا  ، ةمجاااا ت العلاااوم والانلسااا لااااا العل ااال مااا  التطبيقاااات العلمياااة أااال

 .(Thuan & loan, 2024)فاقا واسعة لتطبيق  أل دراسة الظواهر العلمية ات تلفة ا

لتحليااال فاااام  ااالاب الانلساااة  Khemane et al. (2022)وأااال هااارا الإ اااار، هااالفا دراساااة 

للمفاااااااهيم الأساسااااااية للتكاماااااال الهنااااااالمح وتطبيقاااااا  أاااااال مقاااااارراتهم، وقاااااال اظااااااارت النتااااااائ  مواجاااااااة الطاااااالاب 

لصعوبات أل تمهيل منطقة التكامل وتبل ل ترتيا التكاملات، واليي  عما قصورا أل الربط ب ن الجانا 

الصااااورة الرهنياااة  لمعلااااي الرياضاااايات    Özbey & Dost (2023)النظاااري و التطبيقاااح،  ماااا درسااااا 

المسااااتقبلي ن للمفاااااوم الانلااااالي للتكاماااال الهنااااالمح، اظااااارت النتااااائ  ان معظاااام التصااااورات ا،تماااالت ، ااااى 

 الفام القلالي دون الربط ب ن التعري  الرياضلي و ورت  الرهنية ، مما  ؤار ، ى جودة التعليم.

 مااااا  ذلاااا ،
 
تااااات ح اهميااااة دراساااااة الموضااااوع مااااا  منظااااور نظاااااري  و اااا  البنااااااء المفااااااهياي  انطلاقااااا

ا النظاااااري للتكامااااال الهناااااالمح بو اااااف  امتااااالادا ليااااا  تهااااالذ الورقاااااة  إلاااااى دراساااااة الأساااااللتكامااااال الهناااااالمح، و،

للتكامل اتقلود أل دعال وايال، والنظرياات الياي تنظما  وتبا ز اهميتا ، ييا  ا،تمالت الورقاة ، اى المان ل 

،   ناااااو  البحاااا  أاااال متناااا    عرياااا  التكاماااال لاقااااات الرياضاااايةالو اااافح التحلي اااال أاااال دراسااااة المفاااااهيم والع

بلا ااااة ، وفاااا  نظريااااة فااااوبينيل الهناااالمح والتكاااااملات المتمااااررة الهناااالمح وراااارط وجااااودق، والعلاقااااة باااا ن التكاماااا
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جانااااا النظااااري بلراسااااة ادسااااط نااااوع ماااا  المنااااا   وهااااو المسااااتطيل، ااااام التعماااايم لمنااااا   ،امااااة، ود،اااام ال

 .DRAWNOTEو  MATLAB لبرسومات توضيحية ا،لت بب نامج

 .  بعض المفاهيم الأساسية 2

 دالة القيمة الحقيقية في متغيرين. 1.2

𝐷إذا كاناااا  ⊆ ℝ2    فاااان اللالاااة الققيقاااة أااال متغ ااا ،𝑓   عااا ن لكااال زوج مرتاااا مااا
ا
هااال قا،ااالة او ،لاقاااة  

,𝑥)الأ،لاد الققيقية  𝑦) ∈ 𝐷  رم  ل  بالرم  
 
 وييلا

 
 يقيقيا

 
,𝑓(𝑥،لدا 𝑦). 

ساى اتجمو،ة  
ا
 𝐷   مجا  اللالة𝑓 وتتكون م  جميع الأزواج المرتباة ،(𝑥, 𝑦)  ،عارذ ،نالها اللالاة

ا
الياي  

 .Stewart, 2008)،نل جميع النقاط باتجا  ) 𝑓اما ملا اللالة فاو مجمو،ة القيم اليي تتخرها 

 المشتقة العكسية  . 2.2

,𝑎] إذا كاناا 𝑏] ⊆ ℝ   فاان اللالاة ، 𝐹ةالمشاتقة العمساية لللالا  سااى   𝑓 اى الفتا ة ،[𝑎, 𝑏]إذا كاان ، 

(Thomas Jr et al., 2014):  𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥)    ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  .  

 دالتكامل الغير محدو . 3.2

سااااى التكامااال الغ ااا   𝑓مجمو،اااة جمياااع المشاااتقات العمساااية لللالاااة  دالاااة يقيقياااة، فاااان 𝑓إذا كاناااا 
ا
 

∫  ، ويرم  إليها بااا :𝑓 محلود لللالة  𝑓(𝑥). 𝑑𝑥 

عااااااااااال  𝑓رمااااااااااا  التكامااااااااااال، و سااااااااااااى   ʃ ييااااااااااا   طلااااااااااا  ، اااااااااااى الرمااااااااااا   متغ ااااااااااا  التكامااااااااااال 𝑥اللالاااااااااااة المكاملاااااااااااة، ويا

(Thomas Jr et al., 2014). 

 التكامل المحدود. 4.2

𝑓إذا كاناااا  ≥ ,𝑎]للتكامااال ، اااى الفتااا ة  وقابلاااة 0 𝑏]  فاااان المسااااية بااا ن المنحناااى ،𝑓  والفتااا ة[𝑎, 𝑏]   هااال

∫  :Stewart, 2008))، وتمتا 𝑏 إلى 𝑎م   𝑓التكامل اتقلود لا  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

 التكامل الثنائي باستخدام المجموع التقريبي لريمان . 3

عاااال التكاماااال اتقاااالود أاااال دعاااال واياااال  ∫يا 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
الأساااااذ الااااري تبنااااى ،لياااا  التكاااااملات المتعاااالدة أاااال  

قارب المسااية تحاا منحناى اللالاة  الأدعاد الأ، اى،
ا
 𝑓(𝑥) سا نل فمرتا  إلاى  عريا  مجماوع ريماان ييا  ت

,𝑎]،اا   ريااا  تقسااايم الفتااا ة  𝑏]  إلاااى𝑛  مااا  الفتاا ات الج ئياااة[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]،  واختياااار نقطاااة𝑥𝑖
بكااال فتااا ة  ∗

 وفقا للمجموع التالل: (1)الشكل  تقريبيةمساية نتحصل ، ى  ج ئية،

 ∑ 𝑓(𝑥𝑖
∗

𝑛

𝑖=1

). ∆𝑥𝑖   ; ∆𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 
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 يساى هرا اتجموع بمجموع ريمان.و 

 
 من المستطيلات الجزئية 𝒏إلى  𝒇(𝒙). تقسيم المساحة تحت المنحنى  1 شكل

عرذ التكامل بتن   𝑛)ا  الفت ات الج ئية إلى الصفر نها ة لارا اتجموع ،نلما تؤو  ا و اليا →

 (، اي ان: (∞

,𝑓(𝑥 إذا كاناااا   ،مماالاااةبطريقاااة  𝑦) ≥ ،  𝑥𝑦أااال المساااتوا  𝑅دالاااة معرفاااة ، اااى منطقاااة مغلقاااة 0

بفااااارر ان ، 𝑓وتحاااااا السااااطح  𝑅فاناااا   مماااا  إ جااااااد اجاااام الجسااااام الالمااااح الأدعااااااد الواقااااع فاااااو  المنطقااااة 

 منطقة التكامل هل مستطيل مغل ، معرذ ، ى النحو التالل:

𝑅𝑖𝑗 = [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗]   
       = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑅2: 𝑥𝑖−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗−1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝑗} 

𝑥𝑖𝑗 )داخااال كااال مساااتطيل ج لماااح وباختياااار نقطاااة 
∗ , 𝑦𝑖𝑗

∗ ) ∈ 𝑅𝑖𝑗 ، اااى ، وبحسااااب مجماااوع اناااالمح نتحصااال 

   .اجم تقريبي للمنطقة المرادة

(2)….. 

  
𝑉 ≈ ∑ ∑ 𝑓(𝑥𝑖𝑗

∗, 𝑦𝑖𝑗
∗). ∆𝐴

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

𝑓(𝑥𝑖𝑗يااااااااااال ييااااااااااا  ان كااااااااااال 
∗ , 𝑦𝑖𝑗

∗ ). ∆𝐴   مهااااااااااال اجااااااااااام ،ماااااااااااود قاااااااااااائم ارتفا،ااااااااااا 𝑓(𝑥𝑖𝑗
∗ , 𝑦𝑖𝑗

∗ ومسااااااااااااية  (

𝐴𝑖𝑗∆قا،لت  = ∆𝑥𝑖. ∆𝑦
𝑗

الصفر، فاان التقرياا للمعادلاة  كلما اقت با ادعاد المستطيلات الج ئية م ، و   

 (  صبح ا ث  دقة، نتحصل ، ى الحجم المطلوب المتمهل بالمعادلة:2)

(3)…..  𝑉 = 𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ ∑ 𝑓( 𝑥𝑖𝑗
∗ , 𝑦𝑖𝑗

∗ ). ∆𝐴𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

,𝑓(𝑥إذا كانااا  ملاحظـــة: 𝑦) ≤ فاااان التكاماال الهناااالمح  اج ائهااا،او أااال دعاا   𝑅، اااى المنطقااة المسااتطيلة  0

طرح م  القيم الموجبة للتكامل يعب 
ا
 .،  اجم ذو إرارة سالبة ت

 تعريف التكامل الثنائي .1.3

(1)…..  ∫ 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

=  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ 𝑓(𝑥𝑖
∗

𝑛

𝑖=1

). ∆𝑥𝑖  
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  𝑅، ااااى   𝑓، فااااان التكاماااال الهنااااالمح لللالااااة 𝑅دالااااة يقيقيااااة محاااالودة ومعرفااااة ، ااااى المساااتطيل  𝑓إذا كاناااا 

 التالل:يعرذ بالشكل 

(4) 
∬ 𝑓(𝑥, 𝑦). 𝑑𝐴

 

𝑅

= lim
𝑚→∞

lim
𝑛→∞

∑ ∑ 𝑓( 𝑥𝑖𝑗
∗ , 𝑦𝑖𝑗

∗  ). ∆𝐴𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

 .Stewart,2008)) ذا كانا النها ة موجودةإ

  
𝒎مقسم إلى  𝑹. المستطيل 2شكل  × 𝒏   من المستطيلات

 الجزئية

ارتفاعه   𝑹𝒊𝒋. عمود قائم على 3شكل 

𝒇( 𝒙𝒊𝒋
∗ , 𝒚𝒊𝒋

∗  ) 

 شرط وجود التكامل. 2.3

 الساب ، اي ان : وجود النها ة ليكون التكامل الهنالمح معرفا،  جا ان  تحق  ررط

εلكال    > 𝑁ل جا و  0 ∈ 𝐼𝑁، ييا  إذا كاان  ∀𝑛, 𝑚 > 𝑁 ،نقطاة اختياريااة  ولأي(𝑥𝑖𝑗
∗ , 𝑦𝑖𝑗

∗ ) ∈ 𝑅𝑖𝑗 

 :تكون ،نلها النها ة مستقلة، فان

|∬ 𝑓(𝑥, 𝑦). 𝑑𝐴 − ∑ ∑ 𝑓(𝑥𝑖𝑗
∗ , 𝑦𝑖𝑗

∗ ). ∆𝐴𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

𝑅

| < 𝜀 

 ،
 
𝑀محااالودة، اي  وجااال  𝑓بشاااكل ،اااام إذا كاناااا الااالوا  المتصااالة قابلاااة للتكامااال، و جمياااع إذا ∈ ℝ  ااالد،

 بحي : اابا،

  |𝑓| ≤ 𝑀  ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 

 𝑅تكااون قابلااة للتكاماال ، ااى  𝑓ا نقطاااع، فااان  ،االد محاالود ماا  نقاااطباسااتاناء  𝑅متصاالة ، ااى  𝑓وكانااا 

((Stewart, 2008. 

𝑧الحجم تحا السطح  اوجل :( 1)  المث  = 𝑥 + 2𝑦    المستطيل  وفو𝑅 = [1,2] × [3,5] . 

 . 𝑅، إذا هل قابلة للتكامل ، ى متصلة وهلهنا  ه  ة يلود   𝑧 اللالة الحل:

 الج ئية.الفت ات  م 𝑛 إلى  [5, 3]  الفت ة وتقسيم م  الفت ات الج ئية 𝑚إلى  [2, 1] ة م الفتقسن
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∆𝑥𝑖 =
𝑏 − 𝑎

𝑚
=

2 − 1

𝑚
=

1 

𝑚
          𝑖 = 1,2, … . . 𝑚 

∆𝑦𝑗 =
𝑑 − 𝑐

𝑛
=

5 − 3

𝑛
=

2

𝑛
          𝑗 = 1,2, … . . . 𝑛 

𝑥𝑖𝑗 ) وباختيار
∗ , 𝑦𝑖𝑗

∗  لكل مستطيل ج لمح نقاط المنتص    ( 

𝑥𝑖𝑗
∗ = 1 +

1

𝑚
(𝑖 −

1

2
) , 𝑦𝑖𝑗

∗ = 3 +
2

𝑛
(𝑗 −

1

2
)   

 لإ جاد الحجم أستيلم التكامل التالل:

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦). 𝑑𝐴

 

𝑅

= 𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ ∑ 𝑓( 𝑥𝑖𝑗
∗ , 𝑦𝑖𝑗

∗  ). ∆𝐴

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

 

 zوتحت السطح   Rالحجم فوق  .4شكل

          =  𝑙𝑖𝑚
𝑚⟶∞

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ ∑ (1 +
1

𝑚
(𝑖 −

1

2
) + 6 +

4

𝑛
(𝑗 −

1

2
)) (

2

𝑛𝑚
)𝑛

𝑗=1
𝑚
𝑖=1 = 19             

 بعض خصائص التكامل الثنائي. 3.3

ستمل خصائص  
ا
 أل جوهرهاا تتماالواليي ، لريمانقائم ، ى نها ة اتجموع الهنالمح م   عريف  الالتكامل   

 أل دعل وايل. اتقلود خصائص التكامل مع

, 𝑓  لاااتم  𝑔  دوا  قابلااااة للتكاماااال ، اااى المنطقااااة المسااااتطيلة𝑅 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]  ،  ولاااايم𝑐 ∈ 𝐼𝑅 

,𝑐𝑓 اابا، يي :  𝑓 ∓ 𝑔 ،
 
 فان: دوا  قابلة للتكامل ا ضا

- ∬ [𝑓(𝑥, 𝑦) ∓ 𝑔(𝑥, 𝑦)]. 𝑑𝐴 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦). 𝑑𝐴 ∓ ∬ 𝑔(𝑥, 𝑦). 𝑑𝐴
 

𝑅

 

𝑅

 

𝑅
 

- ∬ 𝑐𝑓(𝑥, 𝑦). 𝑑𝐴 = 𝑐 ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦). 𝑑𝐴 
 

𝑅
 

 

𝑅
  

- 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐 ⇒ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 = 𝑐 𝐴(𝑅)
 

𝑅
 

 . 𝑅تمهل مساية المنطقة المغلقة  𝐴(𝑅) يي  ان
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 ونظرية فوبيني تكررة التكاملات الم . 4

 
ا
،مليت ن  رتتمهل أل تنفي يي  الهنالمح،ة أل تبسط يساب التكامل خطوة محوري تمررةعل التكاملات الم 

 .تغ  اتمتتاليت ن م  التكامل الأيادي كل منها بالنسبة إلى ايل الم

 التكاملات المتكررة . 1.4

𝑅قابلااة للتكاماال ، ااى المنطقااة المسااتطيلة  𝑓 لللالااة يعاارذ التكاماال المتماارر  = [ 𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]  ااى ، ،

 ان :

(5)…..    ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦). 𝑑𝐴 = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

) 𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

 

𝑅

 

….. (6)  ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦). 𝑑𝐴 = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 𝑑𝑦 
𝑑

𝑐

 
 

𝑅

 

∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦
𝑑

𝑐
) 𝑑𝑥 

𝑏

𝑎
اابااااااااااااااااااااا،  𝑥او  مااااااااااااااااااااع ا،تبااااااااااااااااااااار  𝑦لااااااااااااااااااااااا عناااااااااااااااااااي اننااااااااااااااااااااا نكاماااااااااااااااااااال بالنساااااااااااااااااااابة  

∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
) 𝑑𝑦 

𝑑

𝑐
 ااباااااااااااااااااااااااااااااا 𝑦او  ماااااااااااااااااااااااااااااع ا،تباااااااااااااااااااااااااااااار المتغ ااااااااااااااااااااااااااااا  𝑥 نكامااااااااااااااااااااااااااااال بالنسااااااااااااااااااااااااااااابة لاااااااااااااااااااااااااااااا 

(Marsden & Tromba, 2012). 

 نظرية فوبيني. 2.4

𝑅قابلااة للتكاماال ، اااى المنطقااة المسااتطيلة  𝑓اكانااا إذا  = [ 𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]  فاااان التكاماال الهنااالمح لااااا ،

 ،  مم  يساب  كالتالل: 𝑅، ى 

 ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦). 𝑑𝐴 = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

) 𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

 

𝑅

= ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 𝑑𝑦 
𝑑

𝑐

 

عاال نظريااة فااوبيني ماا  النتااائ  الأساسااية أاال التكاماال الهنااالمح، إذ تباا ن إمكانيااة يساااب التكاماال 
ا
 

، ى هيئة تكاملات اياد ة متتالية بتي ترتيا للمتغ  ات، ويمم  توضيح هرق النظرية هنلسيا، بو   

 𝑅والمنطقاااااة  𝑓التكامااااال الهناااااالمح انااااا  اجااااام جسااااام الالماااااح الأدعااااااد محصاااااور بااااا ن الساااااطح الممهااااال باللالاااااة 

 .(6و 5الشملان )

، وتكاون مسااية هارا 𝑥 ، نحصل ، ى قطاع راالي للجسم ،مودي ، ى محور  𝑥،نل تهبيا قيمة المتغ    

 القطاع:

𝐴(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

 

 ، يي : 𝑥وم  ام  حسا الحجم بتكامل مساية القطاع ، ى امتلاد محور 
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𝑉 = ∫ 𝐴(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦). 𝑑𝑦 
𝑑

𝑐

) 𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

 

 :، تكون مساي ها 𝑦،مود ة ، ى اتقور  للقو ل ، ى قطا،ات 𝑦  مم  تهبيا بالمهل،و 

𝐴(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 .Stewart, 2008))التالل: ، نتحصل ، ى الحجم  𝑦ام بتكاملاا ، ى امتلاد محور 

𝑉 = ∫ 𝐴(𝑦)
𝑏

𝑎

𝑑𝑦 =  ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 𝑑𝑦 
𝑑

𝑐

 

 

  
 𝒚. قطاع عمودي على محور 6شكل  𝒙. قطاع عمودي على محور 5شكل 

 

𝑅إذا كانا  :( 2) مثال  = [0,3] × ∬  :اوجل ،[1,2] 𝑥2𝑦 
 

𝑅
𝑑𝐴 

 ، نطب  نظرية فوبيني. 𝑅 ه  ة يلود مستمرة ، ى اللالة بما ان  الحل:

𝑖) ∫ ∫ 𝑥2𝑦

2

1

 . 𝑑𝑦𝑑𝑥

3

0

= ∫ [
𝑥2𝑦2

2
|
2
 
1

3

0

𝑑𝑥 = ∫
3

2
𝑥2𝑑𝑥 

3

0

=
27

2
 

𝑖𝑖) ∫ ∫ 𝑥2𝑦 

3

0

2

1

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ [
𝑦𝑥3

3
|
3
 
0

𝑑𝑦

2

1

= ∫
27

3
𝑦 𝑑𝑦

2

1

=
27

2
 

𝑅إذا كانا  :( 3)  مثال = [1،2] × [0،π] :اوجل ،  ∬ 𝑦𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑦) 𝑑𝐴
 

𝑅
 

,𝑓(𝑥اللالة  الحل: 𝑦) = 𝑦𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑦)   مستمرة ، ى المنطقة المستطيلة ،𝑅 لنظرية فوبيني 
 
 ، إذا وفقا

   ممننا التعب   ،  التكامل الهنالمح بت تيب ن ميتلف ن. 

𝑖) ∬ 𝑦𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑦) 𝑑𝐴

 

𝑅

= ∫ (∫ 𝑦 sin(𝑥𝑦)

𝜋

0

𝑑𝑦)  𝑑𝑥

2

1

 = ∫ [−
𝜋

𝑥
𝑐𝑜𝑠(𝜋𝑥) +

1

𝑥2
𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑥)] 𝑑𝑥

2

1
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لجاات ،ناال  لتكاماال،اقساااب ل القوا،اال التقليل ااةهاارا التكاماال    مماا  يلاا  باسااتيلام  لأن  االا الجاا ا    ا

 إلى استيلام اللوا  ال
 
 و،نل يساب  برمجيا، نجل ان: ا ة، او التكامل العلدي، تكاملاا ،ادة

∫ [−
𝜋

𝑥
cos(𝜋𝑥) +

1

𝑥2
sin(𝜋𝑥)] 𝑑𝑥

2

1

= 0 

𝑖𝑖) ∬ 𝑦𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑦) 𝑑𝐴

 

𝑅

= ∫ (∫ 𝑦 sin(𝑥𝑦)

2

1

𝑑𝑥)  𝑑𝑦

𝜋

0

 = ∫[− 𝑐𝑜𝑠(2𝑦) + 𝑐𝑜𝑠(𝑦)] 𝑑𝑦 

𝜋

0

= 0 

 التكامل الثنائي على مناطق عامة. 5

التطبيقح،  الأل   ما  جانا  ولتن نادرا  مستطيلة،  منا    مع  التكاملتعامل  نطا   منا     وسيع    ليشمل 

التحليليةهرق    فام  لضروري ،  كون م  ا،امة أل المستوا  نا    ، يي  تصن  الملمنا   م  النايية 

 بالمستوا إلى نو، ن رلمسي ن، هما:

بسيطة(:(  1 )رأسية  الأول  النوع  من  كانا    مناطق  ,𝑔2(𝑥) إذا  𝑔1(𝑥)  ى ، مستمرة  يقيقية  دوا  

𝑎 الفت ة   ≤ 𝑥 ≤ 𝑏   فان ،𝐷 ⊆ 𝐼𝑅2   :ساى منطقة راسية دسيطة، إذا كانا  

 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑅2 ∶ 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 , 𝑔1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑔2(𝑥)} 
,ℎ1(𝑦) إذا كانااا  مناطقــة مــن النــوع الثــاني )أفقيـــة بســيطة(:( 2 ℎ2(𝑦) دوا  يقيقيااة مسااتمرة ، ااى

𝑐 الفت ة  ≤ 𝑦 ≤ 𝑑  فان ، 𝐷 ⊆ 𝐼𝑅2  :ساى منطقة افقبة دسيطة، إذا كانا  ((Stewart, 2008. 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑅2 ∶ 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 , ℎ1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ ℎ2(𝑦)} 
𝐷 ، وفااو  المنطقااة 𝑓 الحجاام الواقااع تحااا منحنااى اللالااة لقساااب ⊆ 𝐼𝑅2 حالهنااالم باسااتيلام التكاماال ،

𝑅، ااى المسااتطيل  نلجاات إلااى تمل اال الللااة المكاملااة = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]   حااوي المنطقااة 𝐷   باا   عرياا، ،

,𝐹∗(𝑥دالة جل لة  𝑦)  ل ، ى المستطي 𝑅، :ما   ل  

𝐹∗(𝑥, 𝑦) = { 
𝑓(𝑥, 𝑦)   ∶ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷

 
     0       ∶ (𝑥, 𝑦) ∉ 𝐷

 

 : فنتحصل ، ىنظرية فوبيني،  نطب   𝑅قابلة للتكامل ، ى   ∗𝐹وبما ان  

 ∬ 𝐹(𝑥, 𝑦) . 𝑑𝐴 
 

𝑅

= ∫ ∫ 𝐹∗(𝑥, 𝑦) . 𝑑𝑦 𝑑𝑥
𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

= ∫ ∫ 𝐹∗(𝑥, 𝑦) . 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

 

 .𝑑𝑦 𝑑𝑥  منطقة م  النوع الأو ، أستيلم الت تيا 𝐷إذا كانا  

∬ 𝐹∗(𝑥, 𝑦) . 𝑑𝐴 
 

𝑅

= ∫ ∫ 𝐹∗(𝑥, 𝑦) . 𝑑𝑦 𝑑𝑥
𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑔2

𝑔1

𝑏

𝑎

. 𝑑𝑦 𝑑𝑥 
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,𝐹∗(𝑥لأن    𝑦) = 𝑦،نلما   0 < 𝑔1(𝑥) و   𝑦 > 𝑔2(𝑥)   اي خارج يلود ، 𝐷. 

 .𝑑𝑥 𝑑𝑦 منطقة م  النوع الهاأح، أستيلم الت تيا 𝐷 وإذا كانا

∬ 𝐹∗(𝑥, 𝑦) . 𝑑𝐴 
 

𝑅

= ∫ ∫ 𝐹∗(𝑥, 𝑦) . 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)
ℎ2

ℎ1

𝑑

𝑐

. 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

 

 نظرية فويبني )الصيغة المعممة( . 1.5

 م  النوع الأو ، فان:  𝐷دالة مستمرة ، ى المنطقة  𝑓إذا كانا  

(7)   ..... ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) . 𝑑𝐴
 

𝐷

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑔2

𝑔1

𝑏

𝑎

. 𝑑𝑦 𝑑𝑥 

 (Strang & Herman, 2016)  م  النوع الهاأح، فان  𝐷دالة مستمرة ، ى المنطقة   𝑓وإذا كانا

(8 ..... ) ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) . 𝑑𝐴
 

𝐷

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)
ℎ2

ℎ1

𝑑

𝑐

. 𝑑𝑥 𝑑𝑦 

𝐷 إذا كانااااااااااااااااااا :( 4)  مثـــــــــــــــــــــال = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1 , 𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 +  ايسااااااااااااااااااا، {2

 .D مساية المنطقة

,𝑓(𝑥 ، يي   (c)أستيلم ال ا ية  الحل: 𝑦) =   .(7)الشكل  منطقة راسية دسيطة 𝐷 و1

 

اقعة بين المنحنى  . 7 شكل 𝒚المنطقة الو = 𝒙𝟐 و المستقيم  𝒚 = 𝒙 + 𝟐 

∬ 1

 

𝐷

. 𝑑𝐴 = ∫ ∫ 1

𝑥+2

𝑥2

1

−1

. 𝑑𝑦 𝑑𝑥 = ∫[𝑥 + 2 − 𝑥2]𝑑𝑥

1

−1

=
10

3
 

𝑧الحجم الواقع اسفل القطع المكاأئ اوجل  :( 5)  مثال = 𝑥2 + 𝑦2 وا، ى المنطقة اتقلدة بالمستقيم 

 𝑦 = 2𝑥  والقطع المكاأئ𝑦 = 𝑥2 . 

 .(8)الشكل  للمنحني ن نقاط التقا ع بمعرفة، التكاملنطقة محلد يلود ن الحل: 

     2𝑥 = 𝑥2   ⇒ 𝑥 = 0, 𝑥 = 2     
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 .(2,4)،   (0,0) المنحني ن نقا ع تقا عو  ،2إلى  0م   𝑥 التكامل بالنسبة لانطا  إذا 

𝑦المنحنااااااى السااااااف ل  يياااااا  = 𝑥2  و المنحنااااااى العلااااااوي𝑦 = 2𝑥  وفقااااااا لاااااارل  ، فااااااان ،𝐷  منطقااااااة راسااااااية

 دسيطة .

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 0 ≤ 𝑥 ≤ 2  ,   𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 2𝑥} 

∬(𝑥2 + 𝑦2). 𝑑𝐴

 

𝐷

= ∫ ∫ (𝑥2 + 𝑦2). 𝑑𝑦 𝑑𝑥  = ∫ [
14

3
𝑥3 − 𝑥4 −

𝑥6

3
]

2

0

𝑑𝑥 =
216

35

2𝑥

𝑥2

2

0

 

 
اقعة بين المنحنيين  .8 شكل 𝒚 المنطقة الو = 𝒙𝟐 و 𝒚 = 𝟐𝒙 

توجاااال منااااا   تصاااان  ماااا  النااااوع الأو  والهاااااأح معااااا و ساااااى منااااا   دساااايطة، بالمهااااا  الساااااب   ملايظااااة:

 . y بل لة المتغ  ها دسيطة، وذل  بجعل يلود ممننا و   المنطقة  منطقة افقية 

.𝑥1 = √𝑦  , 𝑥2 = 𝑦

2
 

𝑥2 نلاياااا  ان  .4إلااااى  0ماااا   yالتكاماااال للمتغ اااا   نطااااا يياااا   ≤ 𝑥1   لكاااال𝑦 ∈  D، و،لياااا  فااااان [0,4]

 .اي انها منطقة افقية دسيطة،  𝑦منطقة محلدة بمنحني ن دوا  بل لة المتغ  

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 0 ≤ 𝑦 ≤ 4 ,
𝑦

2
≤ 𝑥 ≤ √𝑦} 

∬(𝑥2 + 𝑦2). 𝑑𝐴

 

𝐷

= ∫ ∫ (𝑥2 + 𝑦2). 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
216

35
 

√𝑦

𝑦

2

4

0

 

 تغيير الإحداثيات. 6

عاااد  اايا ة مسااتلة التكاماال أاال  يعاال  غي اا  الإياالاايات  عميمااا للتكاماال بااالتعوي  أاال دعاال واياال، يياا  يا

 إ ار إيلالمح ا ث  ملاءمة لطبيعة المنطقة او اللالة الملروسة، وفقا للنظرية التالية:

,𝑓(𝑥وإذا كاناا  ، 𝑢𝑣بالمسااتوا منطقاة   ∗𝐷و  𝑥𝑦منطقاة بالمساتوا   𝐷إذا كاناا  نظريــة: 𝑦)  متصالة

𝑥، والااالالتان  𝐷، اااى  = 𝑥(𝑢, 𝑣)  و𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣)  معااارفت ن ولااااا مشاااتقات اولياااة متصااالة أااال𝐷∗  ،
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𝑢والاااااااااااااااااااااااااااالوا  العمسااااااااااااااااااااااااااااية  = 𝑢(𝑥, 𝑦)  و𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦)  معرفااااااااااااااااااااااااااااة ومتصاااااااااااااااااااااااااااالة أاااااااااااااااااااااااااااال𝐷  يياااااااااااااااااااااااااااا ،

𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣) , 𝑦(𝑢, 𝑣))  متصلة أل𝐷∗ ،(2002 ، فان )جايمة وها الريح: 

(9 ..... )  ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

𝐷

. 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∬ 𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣)

 

𝐷∗

) |
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
| . 𝑑𝑢 𝑑𝑣 

| المقاااالار 
𝜕(𝑥,𝑦)

𝜕(𝑢,𝑣)
تمهياااال منطقااااة فعناااال  لناتجااااة ،اااا   غ اااا  ا ياااالاايات،أساااابة التغ اااا   أاااال المساااااية ا  مهاااال |

تمل اااالا او انممارااااا او  غ اااا ا   اااا  منااااتظم  ناااات  ،اااا  ذلاااا  جل اااالة، قاااال ة ضاااام  راااابمة إيلاايااااالتكاماااال 

𝑑𝐴المساية للمنطقة مما  ؤار ، ى ،نصر = 𝑑𝑥 𝑑𝑦 :يي   صبح ، 

𝑑𝑥 𝑑𝑦 = |
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
| . 𝑑𝑢 𝑑𝑣 

 .𝐽 | ((Marsden & Tromba, 2012 |ويرم  ل  بالرم  

𝑥𝑦 تهاااال المنطقاااة اتقاااالدة بالمعاااااد   𝐷إذا كانااااا : ( 6)  مثــــال = 1 , 𝑥𝑦 = 3 , 𝑦2 = 𝑥 , 𝑦2 = 3𝑥  ،

∬ اوجل:
3𝑥

𝑦2+𝑥𝑦3 𝑑𝑥 𝑑𝑦 
 

𝐷
 

𝑢باختيار التحويل  :الحل  = 𝑥𝑦   ,   𝑣 =
𝑦2

𝑥
   

𝑦؛بل لة المتغ  ات الجل لة، نجل ان 𝑦 و 𝑥بالتعب   ،   = √𝑢𝑣
3

𝑥  و   =  𝑢2/3 𝑣−1/3   . 

المتغ ا ات الجل الة،  بل لااة𝐷 ، با،ادة  تابة معاد ت المنطقة 𝑢𝑣بالمستوا  ∗𝐷نوجل يلود المنطقة  

 (؛1تكون  ما بالجلو  ) يي 

 ∗𝑫. إيجاد حدود المنطقة 1جدول 
uv-eq for 𝑫∗ xy-eq for D 

⇒ 𝒗 = 𝟑 (√𝑢𝑣
3

)2 = 3 (𝑢
2

3 𝑣
−1

3  ) 𝑦2 = 3𝑥 

⇒ 𝒗 = 𝟏 (√𝑢𝑣
3

)2 = (𝑢
2

3 𝑣
−1

3  ) 𝑦2 = 𝑥 

⇒ 𝒖 = 𝟑 (√𝑢𝑣
3

 ) ( 𝑢
2

3 𝑣
−1

3 ) = 3 𝑥𝑦 = 3 

⇒ 𝒖 = 𝟏 (√𝑢𝑣
3

 ) ( 𝑢
2

3 𝑣
−1

3 ) = 1 𝑥𝑦 = 1 

∴ 𝐷∗ = [1,3] × [1,3]   
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 . المنطقة المحددة بالمعادلات 9شكل

 𝒙𝒚 = 𝟏 , 𝒙𝒚 = 𝟑  , 𝒚𝟐 = 𝒙 , 𝒚𝟐 = 𝟑𝒙 

∗𝑫. المنطقة 10شكل  = [𝟏, 𝟑] × [𝟏, 𝟑] 

 

      | 𝐽 | = | 

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

 |   = |

2

3
(𝑢𝑣)−

1

3 −
1

3
𝑢

2

3 𝑣−
4

3 

1

3
𝑢

−2

3 𝑣
1

3  
1

3
𝑢

1

3𝑣−
2

3

| =
1

3𝑣
 

∴ ∬
3𝑥

𝑦2 + 𝑥𝑦3
𝑑𝑥 𝑑𝑦 

 

𝐷

= ∫ ∫ (
3

𝑣 + 𝑣𝑢
) (

1

3𝑣
) . 𝑑𝑢 𝑑𝑣 =

2

3
𝑙𝑛 3

3

1

3

1

   

 التكامل الثنائي في الإحداثيات القطبية. 1.6

الإيااالاايات القطبياااة هااال يالاااة خا اااة مااا   غي ااا  الإيااالاايات أااال المساااتوا، ييااا  يعبااا  فيهاااا ،ااا  النقااااط 

و عطا   بل لة دعلها ،  نقطة الأ ل، وال اوية اليي  صنعاا الشعاع مع اتقور الأفقح باتجاق الموجاا،

 معاد ت التحويل بالصيغة التالية:

𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝜃)   , 𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜃)  ; 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 

| 𝐽 | = | 

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝜃
𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝜃

 |  = |
𝑐𝑜𝑠(𝜃) −𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝜃)
|  = 𝑟 

(9..... )   ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦

 

𝐷

= ∬ 𝑓(𝑟, 𝜃)

 

𝐷∗

𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 

𝑥2اتقلدة بالمنحني ن   𝑥𝑦هل المنطقة بالمستوا   𝑅إذا كانا    :( 7)   مثال + 𝑦2 = 4  ,𝑥2 + 𝑦2 = 9  ،

∬ : اوجل √𝑥2 + 𝑦2 

𝑅
. 𝑑𝑥 𝑑𝑦 

𝑥2المقلار   الحل: + 𝑦2  جعلنا نقت ح استعما  الإيلاايات القطبية (𝑟, 𝜃) : يي ،  
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 𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝜃)   , 𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜃)  ; 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 ≥ 0  
 الحل:

 ( الإيلاايات القطبية2 ب ن الجلو  )

 بالإحداثيات القطبية ∗𝑫. حدود 2جدول 

uv-eq for 𝑫∗ xy-eq for D 

⇒ 𝒓 = 𝟐 𝑟2 = 4 𝑥2 + 𝑦2 = 4 
⇒  𝒓 = 𝟑 𝑟2 = 9 𝑥2 + 𝑦2 = 9 

 

2إذا  ≤ 𝑟 ≤ 0الرسم نجل ان  وم  3 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 

  
𝒙𝟐. المنطقة المحددة بالمنحنيين 11 شكل + 𝒚𝟐 = 𝟒  ,

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟗 
 

∗𝑫. المنطقة 12 شكل = [𝟐, 𝟑] × [𝟎, 𝟐𝝅] 

 

∬ √𝑥2 + 𝑦2

 

𝑅

. 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫ ∫ 𝑟 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃

3

2

2𝜋

0

= ∫
19

3
 . 𝑑𝜃 

2𝜋

0

=
38

3
𝜋 

 الخاتمة . 7

ضاااية للتكامااال ساااا النظرياااة أااال بنااااء المعرفاااة الرياؤ ااال اللراساااة الأهمياااة اتقورياااة ل  ختاااام البحااا ، ت أااال

،اا  اجاام  هنلساايا التكاماال الهنااالمحيياا  يعباا  دعاال واياال، امتاالاد للتكاماال اتقاالود أاال  بو ااف  الهنااالمح،

 سااااال مااااا  اللراسااااة ان نظرياااااة فااااوبيني  و ماااااا او ااااقاحااااا ساااااطح اللالااااة المكاملااااة، المنطقااااة الواقعااااة ت

هارا  وإن كاان، القيمة النهائياة ألالتكامل    ؤار  ي ان  غي   ترتيا متغ   إذ تب ن   يساب التكامل الهنالمح

، ااى ل بالمسااتوا يسااا،ل تحل اال نااوع منطقااة التكاماارل ، فااان  اا .اييانااا يساااب التكاماال بسااط التغي اا  

ا ث   صورةادة تمهيل منطقة التكامل بإ، بينما   يح  غي   الإيلاايات  ،المناساالمكاملات  اختيار ترتيا 

الجمااع بااا ن الجانااا النظااري والتطبيقاااح يشااكل اساسااا لبناااء معرفاااة رياضااية قااادرة ، اااى ن  مااا ا .انتظامااا

،ب  الربط ب ن  لراسيةتحس ن المقررات الب توصلي اللراسة ،قر الطبيعية بلقة، و ، ى إار تمهيل الظواه
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توظيا  البا ام  التفا،لياة ا ضاا ميتلا  اتجاا ت،  أال التطبيقااتالجانا النظري للمفاهيم الرياضاية و 
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