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 الملخص

فييي  ييت التاييوا ا فسيياال فييي العلييوم التاضيةييية والرياضييية، أيييضة  الةمذسيية الرياضييية أدالأ أساسييية ل هييم و ةليييت الأ  ميية ا عةييدلأ 

التيييي  ت عييير عمييير الييينم ، سيييواء كا ييي  فيييي مدييياعت الضلحييية أو اعقت ييياد أو عليييوم الهاسيييوه. مييي  بيييعن الأسيييالي  الرياضيييية ا همييية فيييي  يييذا 

 فيييي ويييية و ةلييييت الأ  مييية الد ةامي يييية ا ة  يييلة التييييي 
لأ
 مةواييييا

لأ
السيييياب  ميييرز معيييادعت ال يييرب الةايييية ا تدادسييية، التيييي  لعيييي  دواا

تهييده  ييذق الواقيية إ ييي   . تاييوا بواييوات زمةييية مةييددلأر  ييا  ييوفرق مييي   مييا ج دقيةيية  ييرية بييعن الة رييية الرياضيييية والواقيي  التاضيةيي 

إبيييراز دوا معيييادعت ال يييرب الةايييية ا تدادسييية كيييودالأ اياضيييية لضةييياء و ةلييييت الأ  مييية الد ةامي يييية ا ة  يييلة. وقيييد سييياءت ل سابييية عييي  

السييلاا اي:يي ى إ يي  أي مييدو  م يي   و ييية معييادعت ال ييرب الةاييية ا تدادسيية فييي بةيياء  مييا ج اياضييية دقيةيية   يية سييلو  الأ  ميية 

الد ةامي ييية ا ة  يييلةأ  ضييدأ الضةيييع بتعريييية معادليية ال يييرب وأدواتهيييا ملإييت ميييلؤر ال يييرب ومييلؤر الإزا ييية  وا يييلؤر ا ها ييد، ؤيييم   ييي ية 

معادلييية ال يييرب ودااسييية ايييرب  يييت معادلييية ال يييرب الةايييية ا تدادسييية، اميييا  يييم التراعيييم عيييي  الةمذسييية الرياضيييية ل   مييية الد ةامي يييية 

ا ة  ييييلة،  يييييع اعتمييييد الضةيييييع عييييي  مييييةيل الةمذسيييية الرياضيييييية التةلييييييي الييييذي  يييييم ميييي   لاليييي   ةويييييت الة يييييام إ يييي   مييييو ج ايا ييييي ي 

باسييتودام معييادعت ال ييرب، ؤييم  ةليليي  لدااسيية   اب يي  وسييلوا  عميير اليينم ، وقييد اضييا  ييذا ا ييةيل عييي    ييام د ةييامي   مة  ييت 

 ملإت الةمو الس اد ، م   لاا  ةد يد ا ت عيرات وا عياملات ويةياء الةميو ج ا ةاسي ، ؤيم  يت معادلية ال يرب الةا دية و ملإييت  تابدهيا 

 لدااسة أؤر معدا الةمو. و ويل  الواقة إ   أن معادلة ال رب الةاية ا تدادسة :عد أدالأ قوية وفعّالة في بةاء  ما ج اياضيية 
لأ
بيا يا

 واسعة لتاضيةها في مداعت علمية متعددلأ 
لأ
 .  ة السلو  الد ةامي   ل   مة ا ة  لة، و  تح آفاقا

 . معادلة ال رب الةاية ا تدادسة، الأ  مة الد ةامي ية ا ة  لة، الةمذسة الرياضية، الةمو الس اد  الكلمات الدالة:

https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/
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Abstract  

In light of the rapid developments in applied and mathematical sciences, mathematical modeling has become an 

essential tool for understanding and analyzing complex systems that evolve in the fields of environment, 

economics, or computer science. Among the important mathematical methods in this context, linear homogeneous 

difference equations stand out for their pivotal role in describing and analyzing discrete dynamical systems that 

evolve in fixed time steps. These equations provide accurate models that bridge the gap between mathematical 

theory and practical applications. This paper aims to highlight the role of linear homogeneous difference equations 

as a mathematical tool for constructing and analyzing discrete dynamical systems. It seeks to answer the following 

question: To what extent can linear homogeneous difference equations be employed to build accurate 

mathematical models that describe the behavior of discrete dynamical systems? The study begins by defining the 

difference equation and its associated operators, such as the difference operator, the shift operator, and the identity 

operator. It then presents the classification of difference equations and explores methods for solving linear 

homogeneous difference equations. The paper also focuses on the mathematical modeling of discrete dynamical 

systems, adopting an analytical modeling approach. This approach involves converting a system into a 

mathematical model using difference equations and then analyzing it to study its properties and behavior over 

time. To demonstrate this, the analytical modeling method was applied to a discrete dynamical system 

representing population growth. The study identified the variables and parameters, constructed the appropriate 

model, solved the resulting difference equation, and graphically represented the results to examine the effect of the 

growth parameter. The paper concludes that the linear difference equation is a powerful and effective tool for 

constructing mathematical models that describe the dynamic behavior of discrete systems, opening broad 

prospects for its application in various scientific fields. 

Keywords: Homogeneous Linear Difference Equation, Discrete Systems, Mathematical Modeling, Population 

Growth. 

   المقدمة. 1

ا عييادعت الرياضييية لأييي الأدالأ التييي :سيياعد ا عييي  فهييم الأ مييات، و ييت ا فيي لات التييي  واسهةييا فييي مديياعت 

متعييييددلأ، سييييواء كا يييي  فييييي ال عم يييياء أو اعقت يييياد أو  تيييين فييييي الاضيعيييية ميييي   ولةييييا. ميييي  بييييعن  ييييذق ا عييييادعت 

 اوا ا  ايولأ بوايولأ  وويةالرياضية  دد معادعت ال رب التي :سهم في  ةليت الأ  مة الد ةامي ية 

عمر النم ، إ   ران معادعت ال رب عي  الت عر ا ة  ت، ع س ا عادعت الت اضلية التي   ية الت عير 

ميي  ال ييوا ر التييي  ةييدا فييي  اييوات  لةمذسيية العد ييدملابميية ا سييتمر، و ييذا مييا  دعييت معييادعت ال ييرب 

مة  يييلة ملإيييت الةميييو السييي اد  د يييذا ميييا  مييي  دااسيييت  فيييي  يييذا الضةيييع ، وا ففييياا الأويحييية،  ايييوا الأسيييواب 

 ا الية. 
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:عد معادعت ال رب الةاية ا تدادسة بوس   اص م  أ م الأدوات الرياضية ا سيتودمة فيي 

دااسيية و ةليييت الأ  ميية الد ةامي ييية ا ة  ييلة،  ييا  ييوفرق ميي  مةيجييية دقيةيية لدااسيية اسييتةراا الأ  ميية 

ويةاء  ما ج اياضية   ة  اوا ا عمر  اوات زمةية مةددلأ. م   ذا ا ةالا، ساء  يذا الضةيع ليميرز 

الد ةامي يية  و ةلييت الأ  ميةمدو أ مية معادعت ال يرب الةايية ا تدادسية فيي بةياء الةميا ج الرياضيية 

ا ة  ييلة، وقييد اعتمييد الضةييع عييي  مييةيل الةمذسيية الرياضييية التةلييييي الييذي  ةييوم عييي   ةويييت ال ييوا ر 

أو الأ  مية إ يي   مييا ج اياضييية باسييتودام معييادعت ال يرب، ؤييم  ةليلهييا لدااسيية   اب ييها وسييلواها عميير 

اليينم . وقييد  ييم  اضيييا  ييذا ا ييةيل عييي    ييام د ةييامي   مة  ييت  ملإييت الةمييو السيي اد ،  يييع  ييم  ةد ييد 

ا ت عرات وا عاملات ويةاء الةمو ج ا ةاس ، ؤم  ت معادلة ال يرب الةا دية ودااسية الهيت  ةي   يروت 

 موتل ة عست تاج سلو  الة ام، و ةليت مدو استةراا الة ام بمروا النم .

  م  أ مية الةمذسة الرياضية في قداتها عي  اية ا  يا يم الة ريية بالتاضيةيات العمليية، إ  

ميييي   لالهييييا  م يييي   ملإيييييت الأ  ميييية ا عةييييدلأ ب يييييك اياضييييية قابليييية للتةليييييت، واييييذل  :سيييياعد عييييي  الت ضييييل 

بسيلو  الأ  ميية ا سييتةضلية و  سييعر ا ت عييرات ا ةتل يية عييي   اوا ييار ممييا  دعلهييا أدالأ أساسييية فييي دعييم 

وا وا  الةرااات في مداعت متعددلأ اعلم الأ ياء، واعقت اد، فهي ااعملأ للتةيدم العلييي والتة؛يير  لإبي  

 أن ما  داس  م  علوم   رية كالرياضيات وغعر ا  م    اضية  عي  أاض الواق  وي اعلية.

فيييي  يييذق الواقييية الضةلإيييية  يييم بةييياء  ميييو سعن للةميييو السييي اد  باسيييتودام معادلييية ال يييرب الةايييية 

 ودااسة سلواها عةيد قييم 
لأ
ا تدادسة أ د ما م  الر ضة الأو   واي ر م  الر ضة اللإا ية، ؤم  لها  ةليليا

مدو لتوضيح  MATLABموتل ة  عدا الةمو. اذل   م دعم التةليت الة ري بتملإيت بياد  باستودام 

اعتمياد معرفية ميدو  إ ي الدااسية هيده ت: عر معيدعت الةميو عيي   ايوا الةميو السي اد  بميروا الينم .   أؤر

الرياضييييية عييييي  معييييادعت ال ييييرب الةاييييية ا تدادسيييية، و ييييت  ملإييييت أدالأ أساسييييية فييييي بةيييياء  مييييا ج  الةمذسيييية

 اياضية د ةامي ية مة  لة، مما يعنز دوا الرياضيات في   سعر ال وا ر الواقعية.

 . الجانب النظري  2

معيادعت ال ييرب  ملإييت أدالأ اياضييية قويية :سييتودم لدااسيية الأ  ميية التييي  ت عير بفيي ت مت ييرا عميير اليينم . 

:عتمد  ذق ا عادعت عي  وية العلاقة بعن قيم متتالية لة ام مععنر مما يسمح بتةليت اي يية  ايوا 

   ذا الة ام  اولأ بواولأ.

:عتمييد  ييذق ا عييادعت عييي  الت عيير بييعن الةيييم الهالييية، والةيييم ا سييتةضلية للة ييامر ممييا  دعلهييا 

 أدالأ أساسية لتةليت الأ مات النمةية، الت راا والتاوا التدايجي ملإت الةمو الس اد .
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 ) (Difference Equation. معادلة الفرق 1.2

معادليية ال ييرب لأييي معييادعت اياضييية   يية العلاقيية بييعن الةيييم ا تتالييية لة ييام د ةييامي    ت عيير تعريــ : 

 بال ي ة التاليةى
لأ
 عي  فترات زمةية مة  لة. ويعمر عنها اياضيا

𝑦𝑛+𝑟 = 𝐹( 𝑛 , 𝑦𝑛  , 𝑦𝑛+1 ,   .  .   .  , 𝑦𝑛+𝑟−2  , 𝑦𝑛+𝑟−1)          →   (1) 

𝑛  ملإييت ا ضيية ا عادليية، 𝑟 داليية، 𝐹 ييع  = 1,2,3,4, …   (Levy & Lessman, 1992).  معادليية ال ييرب

 .(1)لأي علاقة   ت  عي  الف ت 𝑟 العاد ة م  الر ضة 

قضت التعما في دااسة معادعت ال رب، م  ا هم التعره عي  الأدوات وا  ا يم الربلسية التي 

 :ف ت أساس  ذق الدااسة، ملإت ملؤر ال رب، وملؤر الإزا ة.

 :(Difference Operator)الفرق . مؤثر 1.1.2

ملؤر ال رب  و أدالأ اياضية :ستودم لهسياه ال يرب بيعن الةييم ا تتاليية فيي متواليية أو دالية ميا.  رمين لي  

𝑦(𝑥و يييييو أسييييياس  ةلييييييت معيييييادعت ال يييييرب. التعضعيييييرى   ∆بيييييالرمن  + 1) − 𝑦(𝑥)    يسيييييين بيييييال رب𝑦(𝑥) 

 وي ت  عي  ال والأ  الرياضية التالية ى

∆𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥 + 1) − 𝑦(𝑥)                                                →  (2)    

𝑦(𝑥والةيميييييييييييييييية التالييييييييييييييييية  𝑦(𝑥)و ييييييييييييييييو يعميييييييييييييييير عيييييييييييييييي  مةييييييييييييييييداا الت عيييييييييييييييير بييييييييييييييييعن الةيميييييييييييييييية الهالييييييييييييييييية  + 1) 

(Levy & Lessman, 1992). 

،   𝑛إ ا كان  
لأ
𝑥معرفة فةة عةيد الأعيداد الييهيةة بةييع  𝑦(𝑥)عددا صهيةا = 𝑛  فإ ي   م ي  اتابية

 ملؤر ال رب عي  الف ت التا يى

  ∆𝑦𝑛 = 𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛                      

ويم   :عميم الف ت الأ عر لهساه ال روب الأعي  ا ضة دملؤر ال رب اللإياد ، اللإاليع، و  يذا .  ييع أن 

∆𝑦(𝑥)  يسين بال رب الأوا(Levy & Lessman, 1992). 

𝑦(𝑥) 2∆   اينى  = ∆(∆𝑦(𝑥))                                                                                  

                           = ∆(𝑦(𝑥 + 1) − 𝑦(𝑥))

= (𝑦(𝑥 + 2) − 𝑦(𝑥 + 1)) − (𝑦(𝑥 + 1) − 𝑦(𝑥))              

                      = 𝑦(𝑥 + 2) − 2𝑦(𝑥 + 1) + 𝑦(𝑥)                                     

 التاليةىللويوا إ   الةفيدة  𝑛∆وية س ال ي ية  م ةةا  ساه ال روب 

            ∆𝑛 𝑦(𝑥) = ∆(∆𝑛−1 𝑦(𝑥))                                  

= 𝑦(𝑥 + 𝑛) − 𝑛𝑦(𝑥 + 𝑛 − 1) +
𝑛(𝑛 − 1)

2!
 𝑦(𝑥 + 𝑛 − 2)    

+  .  .  .  (−1)𝑛 𝑦(𝑥) 
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                       = ∑(−1)𝑘

𝑛

𝑘=0

 (
𝑛

𝑘
)  𝑦(𝑥 + 𝑛 − 𝑘)                   →  (3)            

𝑛)   يعى  
𝑘

) =
𝑛!

𝑘!(𝑛−𝑘)!
 (Kelley & Peterson, 2001). 

يسييتودم لدااسيية الت عييرات فيييي متواليييات مةييددلأ ويعتميير اجييير الأسيياس فييي ييييياغة  :أهميـــة مـــؤثر الفـــرق 

 معادعت ال رب و ةليت استةراا الأ  مة.

 :(Shift Operator).  مؤثر الإزاحة 2.1.2

،  و أدالأ اياضية :ستودم لتةويت مت عر الدالة إ   الةيمة التالية 𝐸ملؤر الإزا ة والذي  رمن ل  بالرمن

   (Kelley & Peterson, 2001):في الفسلست. ويعره ملؤر الإزا ة كالتا ي

             𝐸𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥 + 1)                                         → (4) 

𝑦(𝑥 ييييييييييلدي إ يييييييييي   ةويليييييييييي  إ يييييييييي  الةيميييييييييية التالييييييييييية  𝑦(𝑥)عييييييييييي   𝐸أي أن  اضيييييييييييا  +  وفييييييييييا مييييييييييا  اييييييييييرق  (1

Kelley & Peterson (2001). 

 ويم     راا  اضيا ملؤر الإزا ة لله وا عي  الةيم ا ستةضلية ملإتى

 𝐸2𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥 + 2)    , 𝐸3𝑦(𝑥) = (𝑥 + 3)  , … , 𝐸𝑝𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥 + 𝑝) 

،  نييييد  يييذا ا ت عييير بمةيييداا 𝑥:عميييت عيييي  دالييية فيييي ا ت عييير  𝐸𝑝 يييو أي عيييدد صيييهيح، ويالتيييا ي فيييإن  𝑝 ييييع 

، وكا    𝑛. إ ا كا   𝑝ؤاب   
لأ
𝑥معرفة فةية عةيد الأعيداد الييهيةة بةييع  𝑦(𝑥)عددا صهيةا = 𝑛 ،

 ى(Levy & Lessman, 1992)  يي الإزا ة امافإ    م   اتابة ملؤر 

𝐸𝑝𝑦𝑛 = 𝑦𝑛+𝑝 
، وي يييييد فييييي  أهميــــة مــــؤثر الإزاحــــة:

لأ
يسييييتودم مييييلؤر الإزا يييية فييييي يييييياغة معييييادعت ال ييييرب و ةليلهييييا اياضيييييا

 التاضيةات التي  تال   ةليت السلاست النمةية، والةما ج الد ةامي ية.

 : 𝐈. المؤثر المحايد 3.1.2

،  يييو العمليييية التيييي  تييير  ا تتاليييية أو الدالييية I فيييي معيييادعت ال يييرب، ا يييلؤر ا ها يييد واليييذي  رمييين لييي  بيييالرمن

𝑦(𝑥) .دالداليةويم ي  :عري ي  عيي  أ ي  ا يلؤر اليذي يعميت عيي  ا تتاليية  اما لأي دون أي : يعر  𝑦(𝑥)  وع

 إ نى (Kelley & Peterson, 2001).فيها  ةدا أي : يعر 

I𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥) 
وا يييييييد أو أالييييييير مييييييي  ال يييييييروب و  𝑦 يييييييرية بيييييييعن قييييييييم الدالييييييية  ا عادلييييييية التييييييييلأيييييييي  تعريــــــــ  معادلــــــــة الفــــــــرق:

(∆𝑦(𝑥), ∆2𝑦(𝑥), ⋯ معرفيييية عةييييد ا   𝑦دوالتييييي   ييييون الداليييية  𝑆  جموعيييية ميييي  الأعييييداد 𝑥ل ييييت قيييييم  (

   يييييييييييع  𝑆:سييييييييييين معادليييييييييية ال ييييييييييرب عييييييييييي  ا جموعيييييييييية 
لأ
 أن معادليييييييييية ال ييييييييييروب لأييييييييييي علاقيييييييييية  ت ييييييييييم  فروقييييييييييا

.(Goldberg, 1958) 
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𝑥معرفة لجمي  الأعداد الهةيةية  𝑦إ ا أ د ا في اععتضاا الدالة  ∈ ℝ فإن ا عادعت التالية لأي أملإلة ،

 ىℝ (Goldberg, 1958)عي  معادعت ال رب عي  مدموعة الأعداد الهةيةية 

   1)  ∆𝑦(𝑥) =
1

2
𝑦(𝑥)  

   2)  ∆2𝑦(𝑥) + 2∆𝑦(𝑥) + 𝑦(𝑥) = 0 
 ى ∆اتابة معادعت ال رب أعلاق بف ت م افئ بدون اتابة الرمن ويم  

    1)  ∆𝑦(𝑥) =
1

2
𝑦(𝑥)   

        →  𝑦(𝑥 + 1) − 𝑦(𝑥) =
1

2
𝑦(𝑥)      → 𝑦(𝑥 + 1) =

3

2
𝑦(𝑥)    

    2)  ∆2𝑦(𝑥) + 2∆𝑦(𝑥) + 𝑦(𝑥) = 0                             
     → (𝑦(𝑥 + 2) − 2𝑦(𝑥 + 1) + 𝑦(𝑥)) + 2𝑦(𝑥 + 1) − 2𝑦(𝑥) + 𝑦(𝑥) = 0       

        →  𝑦(𝑥 + 2) = 0                              
ل يييييير للمت عييييييير  تعريـــــــ :  فيييييييي ا عادلييييييية 𝑦ا ضيييييية معادلييييييية ال يييييييرب لأييييييي ال يييييييرب الأق ييييييي ن بييييييعن أامييييييير وأيييييييي ر م 

 (Elaydi, 2005) . 

 معادلة ال رب التاليةى
لأ
 فملإلا

  𝑦(𝑥 + 2) − 4𝑦(𝑥 + 1) + 3𝑦(𝑥) = 0           
 لأي معادلة فرب م  الر ضة اللإا ية.

 معادلييية  تعريـــ :
لأ
داسييية معادلييية ال يييرب لأيييي أامييير قيييولأ  رفييي  إليهيييا الهيييد  و الر ضييية الأعيييي  فيييي ا عادلييية. فميييلإلا

 ال رب التاليةى

𝑦(𝑥 + 3) − 𝑦(𝑥) = 𝑥        
 لأي معادلة فرب م  الر ضة اللإاللإة والداسة الأو  .

 . تصني  معادلات الفرق 2.2

  م      ية معادعت ال رب إ    وععن ابلسيعنى

  معادلات الفرق العادية:. 1.2.2

إ ا كان ا ت عر التاب  دالة فيي مت عير مسيتةت وا يد ويالتيا ي ع  ةتيوي معادلية ال يرب إع عيي  فيروب عاد ية 

.
لأ
 ال والأ العامة لهاى في  ذق الهالة :سين ا عادلة معادلة فرب عاد ة، كا عادعت التي  ةاولةا ا سابةا

𝐹(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦(𝑥 + 1), 𝑦(𝑥 + 2), .   .  . , 𝑦(𝑥 + 𝑛)) = 0      → (5) 
لأي ا ضة معادلة ال رب، و ذق ا عادلة :فيض  ا عيادعت  𝑛و, 𝑥 و ا ت عر التاب  عةد الةاولأ   𝑦(𝑥) يع  

 الت اضلية العاد ة ول نها :ستودم م  ا ت عرات ا تةاعة. 
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 معادلات الفرق الجزئية:. 2.2.2

فيي  يذق الهالية :سيين ا عادلية  وا يد،إ ا كان ا ت عر التاب   عادلة ال رب دالة في أالر م  مت عر مستةت 

 معادلة ال ربى
لأ
 معادلة فرب سنبية. فملإلا

𝑢(𝑥 + 1, 𝑦 + 1) + 2𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦 + 1  
,𝑥لأي معادلة فرب سنبية في مت عر   مستةلعن  𝑦 . 

 . معادلة الفرق الخطية المتجانسة3.2

 اييييية إ ا أم يييي  اتاب هييييا عييييي   𝑛  ييييون معادليييية ال ييييرب ميييي  الر ضيييية  الأو يييي ،لأيييي معييييادعت فييييرب ميييي  الداسيييية 

 ال والأى

𝑎𝑛(𝑥)𝑦(𝑥 + 𝑛) + 𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦(𝑥 + 𝑛 − 1)+. . . +𝑎0(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑟(𝑥) → (6) 
,𝑎𝑖(𝑥) يعى  𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛, 𝑎𝑛, 𝑎0 ≠ 0,𝑟(𝑥)   دواا معرفة لجمي  قيم𝑥. 

𝑟(𝑥)إ ا كا     = 𝑟(𝑥)  :سين معادلة فرب  ايية متدادسية، وا ا كا ي   6في ا عادلة د  0 ≠ فيإن  0

 ا عادلةى       6ا عادلة د
لأ
   :سين معادلة فرب  اية غعر متدادسة. فملإلا

𝑦(𝑥 + 1) −
3

2
𝑦(𝑥) = 0    

 لأي معادلة فرب  اية متدادسة، بلةما ا عادلةى           

𝑦(𝑥 + 4) − 𝑦(𝑥) = 𝑥2𝑥    
 . (Kelley & Peterson, 2001) متدادسةلأي معادلة فرب  اية غعر 

 :الفرق الخطية المتجانسة من الرتبة الأولى  ت. معادلا 1.3.2

,𝑟(𝑥)لييييت    𝑝(𝑥)  دواا معرفيييية فييييي𝑝(𝑥) ≠ 0, 𝑥  ل ييييت𝑥 عةدبييييذ معادليييية ال ييييرب الةاييييية ميييي  الر ضيييية ،

 الأو     ون عي  ال والأى

𝑦(𝑥 + 1) − 𝑝(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑟(𝑥)                                          → (7) 
 ا عادلة ا تدادسة لها لأيى

𝑦(𝑥 + 1) − 𝑝(𝑥)𝑦(𝑥) = 0                                              → (8) 
 :. حل معادلة الفرق الخطية المتجانسة من الرتبة الأولى 2.3.2

  اعتمييادلأ عييي  اضيعيية معاملاتهييا، سييواء كا يي  ؤابتيية أو مت عييرلأ،  يييع  وتليية 8 م يي   ييت معادليية ال ييرب د

 لذل ى
لأ
 اريةة الهت وفةا

 فإن الهت  م   إ دادق باستودام الاريةة التاليةى 𝑥دالة في  𝑝(𝑥)إ ا كا    ( 1

 ت  معادلة ال رب الةاية ا تدادسة م  الر ضة الأو   عي  ال والأى طريقة الضرب التكراري:
 
  

𝑦(𝑥 + 1) − 𝑝(𝑥)𝑦(𝑥) = 0   
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ويم ييي  اله يييوا عيييي  الهيييت العيييام لهيييا بسيييهولة عييي  ارييييا ال يييره الت يييرااي، إ ا  يييم إعاييياء قيمييية أوليييية 

     ون عي  ال والأ التاليةى8و ةد د مداا التعرية، فإن الهت العام للمعادلة د

𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑎) ∏ 𝑝(𝑠)

𝑥−1

𝑠=𝑎

      (𝑥 = 𝑎, 𝑎 + 1, ⋯ )                 → (9) 

𝑥لأيييييييييي الةيميييييييية اعبتدابيييييييييية عةيييييييييد  𝑦(𝑎) يييييييييييعى  = 𝑎  و𝑝(𝑠)            لأييييييييي دالييييييييية معرفييييييييية عييييييييي  ا جييييييييياا ا عاييييييييي

.(Kelley & Peterson, 2001)  

  عي  سبيت ا لإاا فإن  ت معادلة ال رب التالية باستودام اريةة ال ره الت رااي كالتا يى

𝑦(𝑥 + 1) − 𝑥𝑦(𝑥) = 0                          𝑥 ∈ ℕ 
𝑦(1)بفييييرت ابتييييدا  ى = 𝑝(𝑥)، ميييي  ا عادليييية ا عاييييالأ  دييييد أنى    2 = 𝑥   و سيييي  الفييييرت اعبتييييدا ،

𝑦(1) =      ون عي  ال والأى9فإن  ت ا عادلة ا عاالأ  س  ال ي ة د 2

𝑦(𝑥) = 2. ∏ 𝑠

𝑥−1

𝑠=1

= 2(𝑥 − 1)! 

 ضم  ا جاا ا هدد م   لاا اسم  ذق الدالةى 𝑦(𝑥) م    وضيح سلو  الدالة 

 

𝒚(𝒙: حل معادلة الفرق  1شكل + 𝟏) − 𝒙𝒚(𝒙) = 𝟎 

𝑦(𝑥)  سييلو  الهييتى  1د فيي تالضييعن   = 2(𝑥 − 𝑦(𝑥 عادليية ال ييرب  !(1 + 1) − 𝑥𝑦(𝑥) = ميي   0

، ويع يييس 𝑥الفيييرت اعبتيييدا   ا عاييي .  لا يييس مييي   يييلاا الرسيييم أن الهيييت  ييينداد بسيييرعة اضعيييرلأ مييي   نا يييد 

  تيين ضيييم  
لأ
 ييذا السييلو  الاضيعيية الد ةامي ييية للمعادليية، ويومييل أن الةييييم الةا ديية   ييضح اضعييرلأ سييدا

 .𝑥مدو مةدود م  
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 مت عر ؤاب  فإن معادلة ال رب   ون عي  ال والأى  𝑝(𝑥)إ ا كا    ( 2

                         𝑦(𝑥 + 1) − 𝑎𝑦(𝑥) = 0                                                → (10)            
𝑦(𝑥)فإن الهت يعا  بالف ت ؤاب ،  𝑎  يع = 𝐶(𝑎)𝑥  يع  C . ؤاب 

  ت معادلة ال ربى 
لأ
𝑦(𝑥فملإلا + 1) − 2𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥)،  وى    0 = 𝐶2𝑥 . 

 حالات خاصة:

𝑝(𝑥)إ ا كا    − = 𝐶  ،𝐶 فإن الهت العام   ت  عي  الف تى 
لأ
𝑦(𝑥)ؤابتا = 𝑦(𝑎). 𝐶𝑛  . 

𝑝(𝑥)إ ا كا    − = 𝑦(𝑥) فإن الهت العام 1 = 𝑦(𝑎). 

𝑝(𝑥)إ ا كا    − = 𝑦(𝑥)فإن الهت العام  0 = 0. 

 :المعاملات الثابتة ذات𝒏 . معادلات الفرق الخطية المتجانسة من الرتبة 3.3.2

  ات ا عاملات اللإابتة   ون عي  ال والأى 𝑛معادلة ال رب الةاية م  الر ضة  

𝑎𝑛𝑦(𝑥 + 𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦(𝑥 + 𝑛 − 1) + ⋯ + 𝑎0𝑦(𝑥) = 𝑟(𝑥)            → (11) 
,𝑎1 ييعى   𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛  كلهيا ؤوابي، 𝑎𝑛, 𝑎0 ≠ 0  .(Kelley & Peterson, 2001)  ا عادلية ا تدادسية

   لأيى11للمعادلة د

𝑎𝑛𝑦(𝑥 + 𝑛) + ⋯ + 𝑎1𝑦(𝑥 + 1) + 𝑎0𝑦(𝑥) = 0                    → (12) 
 تعريفات:

 ا عادلةى  1

𝑚𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑚𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑚 + 𝑎0 = 0                                     → (13) 
 .م  الهلوا   𝑛لها𝑛 ولأي معادلة سمر ة م  الداسة (، 12:سين "با عادلة ا معملأ" للمعادلة د

,𝑚1الهلوا   2 𝑚2, ⋯ , 𝑚𝑛   "للمعادلة ا معملأ :سين "الجذوا ا معملأ (Kelley & Peterson, 2001). 

 ، و توقييية ييييوالأ الهيييت 13 دييي  أن  ديييد سيييذوا ا عادلييية ا معيييملأ د( 12لهيييت معادلييية ال يييرب ا تدادسييية د

  ةيةييييية 12العييييام للمعادليييية د
لأ
  عييييي  اضيعيييية الجييييذوا للمعادليييية ا معييييملأ. فةييييد   ييييون  ييييذق الجييييذوا أعييييدادا

 لد ةا ؤلاا  اعتى (Goldberg, 1958)مراضة.دموتل ة أو م رالأ  أو 

𝑚1إ ا كا   سمي  سيذوا ا عادلية ا معيملأ  ةيةيية موتل ية أي أنى − ≠ 𝑚2 ≠ ⋯ ≠ 𝑚𝑛     عةدبيذ

 ى(Goldberg, 1958).   عي  ال والأ التالية12  ون  ت ا عادلة د

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑚1
𝑥 + 𝐶2𝑚2

𝑥 + ⋯ + 𝐶𝑛𝑚𝑛
𝑥    ; 𝑛 = 1,2, ⋯   

𝑚1إ ا كا يييييييي  سييييييييذوا ا عادليييييييية ا معييييييييملأ  ةيةييييييييية مفسيييييييياوية، أي أنى  − = 𝑚2 = ⋯ = 𝑚𝑛 = 𝑚 

 ى(Goldberg, 1958).     ون عي  ال والأ12عةدبذ  فإن الهت العام للمعادلة د

𝑦(𝑥) = (𝐶1 + 𝐶2𝑥 + 𝐶3𝑥2 + ⋯ + 𝐶𝑛𝑥𝑛−1)𝑚𝑥  
 مراضة، −

لأ
 أي أنى إ ا كا   سذوا ا عادلة ا معملأ أعدادا
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𝑚1 = 𝛼 + 𝑖𝛽, 𝑚2 = 𝛼 − 𝑖𝛽 , 𝛽 ≠  العلاقةىفإ   م   ،0

𝑚 = 𝑟𝑒±𝑖𝜃 = 𝑟(  cos 𝜃 ± 𝑖 sin 𝜃) 
𝑟  بةيع أنى                                                       = √𝛼2 + 𝛽2 , 𝑡𝑎𝑛𝜃 =

𝛽

𝛼
       

𝑚𝑥                      فإنى عةدبذ    = 𝑟𝑥𝑒±𝑖𝜃𝑥 = 𝑟𝑥(cos 𝜃𝑥 ± 𝑖 sin 𝜃𝑥)           

 . الجانب التطبيقي3

 النمذجة الرياضية للأنظمة الديناميكية المنفصلة .1.3

. أمييا الةمذسيية  الة ييام الييد ةامي  
لأ
 أو مة  ييلا

لأ
 ييو   ييام  ت عيير  التيي  ميي  اليينم  الييذي قييد   ييون مت ييلا

 ميو الض تعر يا وغعر يا   السييااات،الرياضية فهي اريةة لتملإيت الأ  مة التي  ت عر م  النم  دملإت  راة 

باسيييييتودام معيييييادعت اياضيييييية. :سييييياعد  يييييذق الةميييييا ج عيييييي  فهيييييم السيييييلو  ا سيييييتةضيي للة يييييام و ةسيييييلة  

(Meerschaert, 2013) أي أن الةمذسيية الرياضيية :ع؛ييي  ةويييت  ييذا الة يام إ يي  معييادعت   يية علاقيية .

أو   يييييميم أ  مييييية  ة يييييم أو  ،مهمييييية  هاولييييية الت ضيييييل بسيييييلو  الة يييييام ولأييييييا ت عيييييرات بضع يييييها وييييييالنم ، 

  ةسعن الأداء و دة  الأ ااء.

 : مقارنة بين الأنظمة المتصلة والمنفصلة1جدول 

 الأنظمة المنفصلة الأنظمة المتصلة

   إلخ ... ا،3ا،2النم  مةسم إ    اوات دملإتى ا، ا 1.5ملإت دمستمر النم  مت عر 

  وية بمعادعت فرب   وية بمعادعت   اضلية

 أملإلةى عدد العملاء في بة  كت ساعة، الإ ااات الرقمية أملإلةى  راة سياالأ،  دفا مياق

الأ  مة ا ة  لة لأي الأساس في العيالم الرقييي دالهواسيل ، الهوا ية . اميا   :أهمية الأنظمة المنفصلة

أنهييييا :سييييتودم فييييي  ةليييييت الضيا ييييات النمةييييية دمضيعييييات متيييياسر، ا  يييياءات  ومييييية . ولأييييي ملإالييييية لةمذسيييية 

 سةوات . 4الأ داا التي  ةدا في فترات مةددلأ دملإتى ا توابات كت 

 . تحويل أنظمة ديناميكية بسيطة إلى معادلات فرق 2.3

  كيفية تحويل نظام ديناميكي بسيط إلى معادلات فرق:. 1.2.3

 ال ربىسةةوم  ةا ببةاء   ام د ةامي   بسية لةمو الأاا   باستودام معادعت 

ى   ييام  مييو :عييدد الأاا يي  فييي غابيية كييت عيييام. لتةويييت  ييذا الة ييام إ يي  معييادعت فييرب  فضيي  الةايييوات مثـــال

 اي يةى

 .𝑥عدد الأاا   في العام  𝑦(𝑥) دد ا ت عراتى  −

 ى% فا عادلة لأي20 دد العلاقة بعن الةاوات النمةيةى إ ا زاد العدد كت عام ب سضة  −



 المؤتمر العلمي السنوي لطلاب المرحلة الجامعية والدراسات العليا، الجامعة الأسمرية الإسلاميـة

SCUPGS 2025  2025|   3| كتاب وقائع الأعمال العلمية المحكمة | المجلد . 

  لتحليل الأنظمة الديناميكية المنفصلة استخدام معادلة الفرق الخطية المتجانسة كأداة رياضية
 

SCUPGS (2025) | ISSN (Print): 3107-2267 | ISSN (Online): 3107-2275 | ISBN: 978-9959-815-07-1                                     5. 55 

𝑦(𝑥 + 1) = 1.2𝑦(𝑥)   أو  𝑦(𝑥 + 1) = 𝑦(𝑥) + 0.2𝑦(𝑥) 

 ىأاا   كت عام فإن 10أضة عوامت  ااسية إن وسدتى إ ا ما    −

𝑦(𝑥 + 1) = 1.2𝑦(𝑥) − 10  
 :نموذج النمو السكاني الديناميكي المنفصل .2.2.3

 ييو  مييو ج ايا يي ي يسييتودم معييادعت ال ييرب الةاييية لتملإيييت  اييوا عييدد السيي ان عميير اليينم  بواييوات 

زمةيييييية متةاعييييية دعيييييادلأ سيييييةة بسيييييةة  مييييي  الأ يييييذ فيييييي اععتضييييياا عيييييدد السييييي ان الهيييييا ي، عيييييدد ا والييييييد، عيييييدد 

ا  يياداي  ، و ييذا الةمييو ج  فيييح لةييا دااسيية اييية  ييلؤر  ييذق العوامييت -الوفيييات، يييافي اليجييرلأ دالوافييد  

 عي  اجم الس ان في ا ستةضت.

 :نموذج النمو السكاني باستخدام معادلة فرق خطية من الرتبة الأولى ( 1

  الرياض ي:بناء النموذج 

 الترمعم التا يى س ستودم

 : 𝑝(𝑥)  عدد الس ان في السةة𝑥                             .𝑏  . ى معدا ا واليد السةوي ددسضة 

𝑑               . ى معدا الوفيات السةوي ددسضة             :  𝑖 . معدا اليجرلأ الوافدلأ ددسضة م  الس ان 

: 𝑒. معدا اليجرلأ ا  ادالأ ددسضة م  الس ان 

 وا عادلة العامة لةمو ج الةمو الس اد  باستودام معادلة ال رب ست ونى

𝑝(𝑥 + 1) = 𝑝(𝑥) + 𝑏𝑝(𝑥) − 𝑑𝑝(𝑥) + 𝑖𝑝(𝑥) − 𝑒𝑝(𝑥) 
𝑝(𝑥 + 1) = 𝑟 𝑝(𝑥)                                                      →   (14) 

𝑟 يعى  = (1 + 𝑏 − 𝑑 + 𝑖 − 𝑒)لأي معادلة فرب  اية م  الر ضة الأو  .14، وال والأ العامة د   

 ى حل النموذج

𝑝(𝑥لد ةا الةمو ج    + 1) = 𝑟𝑝(𝑥)  يعى  ،𝑝(𝑥)   عيدد السي ان فيي السيةة𝑥،𝑟  ملإيت معيدا الةميو 

  لأييي معادليية فييرب  اييية ميي  الر ضيية 14 ملإييت عييدد السيي ان اعبتييدا  . بمييا أن ا عادليية د𝑝(0) ال ييافي، و

 الأو    ات معاملات ؤابتة فإن الهت   ون عي  ال والأ التاليةى

𝑝(𝑥) = 𝐶𝑟𝑥  
𝑥عةدما  = 𝐶فإن  0 = 𝑝(0)  ويذل  فإن  ت الةمو ج  وى 

𝑝(𝑥) = 𝑝(0)𝑟𝑥                                                        → (15) 
 ى𝑟   م ةةا است تاج التا ي بةاءلأ عي  قيمة 15بالة ر إ   الهت د

𝑟إ ا كا    - >  ى عدد الس ان  ةمو م  النم  د مو س اد  .  1

𝑟إ ا كا    - <  ى عدد الس ان  فةاقص م  النم  دا  ماش س اد  . 1

𝑟إ ا كا    - =  ى عدد الس ان  ضة  ؤاب . 1
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 لدالية الهييت   2دعيي  عيدد السي ان عميير الينم ، دعيرض فيي الفيي ت  𝑟ل هيم  يوؤعر معيدا الةمييو 
لأ
 بيا ييا

لأ
 ملإييلا

سييةوات.  10 ،  ييع  يم ا تيياا عيدد سي اد  ابتيدا   مةييدااق ملييون دسيمة، وال تيرلأ النمةيية  متيد إ ي  15د

 .𝑟 ومل الرسم اية  وتلة  تابج الةمو الس اد  با تلاه قيم 

 

 r  تمثيل بياني للنمو السكاني باختلاف معدل النمو  .2 شكل

 لةيم موتل ة للمعدا   2د لا س م  الف ت 
لأ
  ى𝑟الضياد  سلو  الةمو الس اد  وفةا

𝑟فعةييدما  =   هيير  مييو أميي ي متما يييد فييي عييدد السيي ان، وكييت فتيييرلأ زمةييية  يينداد عييدد السيي ان ب سيييضة  1.2

 %، ويع س  ذا الوض  مدتمعات  ات معدعت وعدلأ عالية أو زيادلأ في معدا اليجرلأ الوافدلأ.20

𝑟وعةدما   =  م  الس ان، أي أ ي  ع  وسيد : يعير فيي عيدد السي ان مي  ميروا الينم ر  1.0
 
 ؤابتا

لأ
 ملإت عددا

 مما يفعر إ    وازن  ام بعن معدعت ا واليد والوفيات.

𝑟وعةيدما  = ، كيت فتيرلأ زمةيية  يةو س عيدد السي ان ب سييضة  0.8
لأ
  يدايديا

لأ
 سي ا يا

لأ
%، 20يع يس  ةاق يا

 ويةدا  ل  في مدتمعات :عاد  م  هجرلأ أو زيادلأ في معدا الوفيات.

 :الثانيةنموذج النمو السكاني باستخدام معادلة فرق خطية من الرتبة ( 2

𝑥)فيييي  يييذا الةميييو ج يعتميييد الةميييو السييي اد  فيييي السيييةة  + عيييي  عيييدد السييي ان فيييي السييي تعن السيييابةتعن  (2

𝑥 , (𝑥 + مييييي  اعفتييييييراض أن العلاقييييية بييييييعن الأسييييييياا  ايييييية دع  وسييييييد عوامييييييت معةيييييدلأ ملإييييييت الهييييييروه  (1

 وا ةافسة عي  ا وااد .

  بناء النموذج الرياض ي:

 دستودم الترمعم التا يى

: 𝑝(𝑥)  عدد الس ان في السةة𝑥 ،𝑝(𝑥 + 𝑥عدد الس ان في السةة  (1 + 1. 

  :𝑏(𝑥) معدا ا واليد السةوي في السةة𝑥 ،𝑏(𝑥 + 𝑥معدا ا واليد السةوي في السةة (1 + 1. 
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 :𝑑(𝑥)  معدا الوفيات السةوي في السةة 𝑥 

𝑑(𝑥 + 𝑥معدا الوفيات السةوي في السةة (1 + 1. 

 : 𝑖(𝑥)   معدا اليجرلأ الوافدلأ في السةة𝑥  

𝑖(𝑥 + 𝑥معدا اليجرلأ الوافدلأ في السةة  (1 + 1. 

 𝑒(𝑥) ى معدا اليجرلأ ا  ادالأ في السةة𝑥 

𝑒(𝑥 + 𝑥معدا اليجرلأ ا  ادالأ في السةة  (1 + 1. 

 ل ت سةة معدعت  مو موتل ة  ةس  بةاء عي  عواملها الةاية، لذا فإنى

𝑝(𝑥 + 2) = (1 + 𝑏(𝑥 + 1) − 𝑑(𝑥 + 1) + 𝑖(𝑥 + 1) − 𝑒(𝑥 + 1)). 𝑝(𝑥 + 1)

+ (𝑏(𝑥) − 𝑑(𝑥) + 𝑖(𝑥) − 𝑒(𝑥)). 𝑝(𝑥) 
𝑝(𝑥 + 2) = 𝑟1𝑝(𝑥 + 1) + 𝑟2𝑝(𝑥)                                                                   → (16) 

𝑥 ملإت يافي الةمو للسةة   𝑟1 يع  + 1 ،𝑟2  ملإت التوؤعر ا تو ر للسةة 𝑥. 

 :(𝒙)التأثير المتأخر للسنة 

 ، وأؤيييييرت عيييييي  عيييييدد السييييي ان فيييييي السيييييةة الهاليييييية(𝑥)يفيييييعر إ ييييي  أ يييييداا أو عواميييييت  يييييدؤ  قضيييييت عيييييامعن 

(𝑥 + ،  يييييذا  ةيييييدا لأن بعيييييس العواميييييت  ةتييييياج إ ييييي  وقييييي   تييييين   هييييير  تابدهيييييا بفييييي ت كاميييييت، ملإيييييت (2

 سياسات :شجي  اليجرلأ أو الهد م  الإ داه.

 ىحل النموذج

𝑝(𝑥 لييييد ةا الةمييييو ج   + 2) = 𝑟1𝑝(𝑥 + 1) + 𝑟2𝑝(𝑥)    و ييييو عضيييياالأ عيييي  معادليييية فييييرب  اييييية ميييي

 الر ضة اللإا ية  ات معاملات ؤابتة، فإ    م    ت  ذق ا عادلة كالتا يى

𝑝(𝑥 + 2) − 𝑟1𝑝(𝑥 + 1) − 𝑟2𝑝(𝑥) = 0 

𝑚2ميييييييييي  ا عادليييييييييية ا معييييييييييملأ   − 𝑟1𝑚 − 𝑟2 = 𝑚 ة ييييييييييت عييييييييييي ى  0 =
𝑟1±√𝑟1

2+4𝑟2

2
لهييييييييييت العييييييييييام . فا  

   بةاءلأ عي  اضيعة الجذوا   ون كالتا يى16للمعادلة د

𝑝(𝑥) إ ا كا   الجذوا  ةيةية موتل ة، فإنى  - = 𝐶1𝑚1
𝑥 + 𝐶2𝑚2

𝑥 

𝑝(𝑥)وا ا كا   الجذوا  ةيةية مفساوية، فإنى  - = (𝐶1 + 𝐶2𝑥)𝑚𝑥 

 مراضة، بةيع   -
لأ
𝑚وا ا كا   الجذوا أعدادا = 𝛼 ± 𝛽𝑖 فإنى 

𝑝(𝑥) = 𝑟𝑥(𝐶1 cos(𝜃𝑥) + 𝐶2 sin(𝜃𝑥))            𝑟 = √𝛼2 + 𝛽2          
 بالة ر إ   الهت  م ةةا است تاج التا يى

𝑚1إ ا كا    - > 𝑚2و 1 >  م  النم . 𝑝(𝑥)فإن  1
لأ
  ةمو بف ت سري  سدا

𝑚2إ ا كا      - < 𝑚1 أو 1 <   فةاقص بمروا النم ، أي أن الةمو الس اد   تراس . 𝑝(𝑥)فإن   1
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𝑚1إ ا كا يييي   - = :عتمييييد عييييي  الجييييذا اللإيييياد ، فييييإ ا كييييان الجييييذا   𝑝(𝑥)فييييإن اضيعيييية الةمييييو للهييييت   1

اللإيييياد  يسيييياوي وا ييييد فييييإن الةمييييو   ييييون  ايييي ، أي مسييييتةر، وا ا كييييان أقييييت ميييي  الوا ييييد فييييإن الةمييييو 

  تذبذه م  اعستةراا أو الةمو، وا ا كان أامر م  وا د فإن الةمو  نداد  س  قيمة الجذا.

  يون متذبيذه، أي أن عيدد السي ان  ر  ي   𝑝(𝑥)إ ا كا ي  الجيذوا مراضية فيإن اضيعية الةميو للهيت  -

 ويةو س بف ت دواي.

 
 تمثيل بياني للنمو السكاني باختلاف قيم الجذور  :3شكل 

   لا ييس أن قيييم الجييذوا وا دا هييا  ةييدد مسييتةضت الةمييو السيي اد ، سييواء 3دفيي ت الميي   ييلاا 

 فييييي السياسييييات السيييي ا ية،  يييييع 
لأ
با ديييياق النيييييادلأ، أو التةيييياقص، أو اعسييييتةراا، و ييييذا الةمييييو ج مهييييم سييييدا

  ت عيييرات اقت ييياد ة واستماعيييية  يييلؤر 
لأ
يسييياعد عيييي  الت ضيييل بيييالت عرات ا سيييتةضلية فيييي أعيييداد السييي ان وفةيييا

 عي  الةمو.

                                                                                                                                           . الاستنتاجات  4

أن معييادعت ال ييرب الةاييية ا تدادسيية :عييد ميي  الأدوات الرياضييية ال عاليية فييي بةيياء  دااسييةأ هيرت  ييذق ال

و ةليييت سيييلو  الأ  مييية التيييي  ت عييير ميي  ميييروا الييينم ، إ  :سيييهم فيييي دااسيية سيييلو  الأ  مييية ا ة  يييلة عمييير 

 ل هيم العلاقيات النمةيية و ةلييت ال يوا ر 
لأ
 مت ياملا

لأ
 اياضييا

لأ
النم  و ةليت استةراا ا بدقة، و:ف ت إايااا

ا ةتل يييية بوسييييلوه عليييييي دقيييييا، امييييا أنهييييا :سييييتودم ب  يييياءلأ فييييي  ةليييييت الأ  ميييية ا ة  ييييلة التييييي   ييييع  

دااسييي ها عمييير ا عيييادعت الت اضيييلية، اميييا أ هيييرت الةتيييابج أن  ليييوا معيييادعت ال يييرب الةايييية  ا تدادسييية 

 قابيييت للتةلييييت 
لأ
 اياضييييا

لأ
 يييوفر أدوات فعّالييية لدااسييية اسيييتةراا الأ  مييية عيييي  ا يييدو الاوييييت، و:عيييد  مو سيييا

والتاضيا في مداعت متعددلأ، مما  دعلها أدالأ مهمة  رية بعن الجا   الة ري والتاضية  في الدااسات 
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 لدوا معيادعت ال يرب البسيياة دمعيادعت 
لأ
 وامها

لأ
الرياضية الهد لإة. بذل  فإن  ذا الضةع قدّم   واا

ال يرب مي  الر ضية الأو يي  واللإا يية  فيي فهييم أ  مية معةيدلأر ممييا   يتح الضياه لدااسييات أعميا  يوا الأ  ميية 

 أدوات اياضيييييية قابلييييية للتاضييييييا فيييييي مدييييياعت أ يييييرو ملإيييييتى الت ضيييييل بالتةلضيييييات 
لأ
غعييييير الةايييييية، وييييييوفر أ  يييييا

ن فيييي ضييوء ميييا  وييييل  إلييي   .السيي ا ية أو ا اليييية، و مذسييية ا ففيياا الأميييراض وصييي ف بتوسيييي   دااسيييةال يييذق   

 ايياب الضةييع للفييمت دااسيية معييادعت ال ييرب غعيير ا تدادسيية وا تييوؤرلأ بعوامييت  ااسييية، واييذل  دااسيية 

 ، اميييا MATLABالهلييوا العدد ييية  عييادعت ال يييرب غعييير الةاييية باسيييتودام برمدييييات متو  يية دملإيييت 

وصيييي ن بتاييييوير الةمييييا ج الرياضييييية للفييييمت أ  ميييية  ات ا يييي  عليييييا والت يييياعلات ا عةييييدلأ دا ييييت الأ  ميييية    

الد ةامي ييييية، بمييييا يسييييهم فييييي  اييييوير الدااسييييات ا سييييتةضلية التييييي  ييييرية بييييعن التةليييييت الريا يييي ي والتاضيييييا 

 .العميي في مداا الةمذسة الرياضية
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    y  n + r   = F  (   n   ,     y  n     ,   y  n + 1   ,       .     .       .     ,     y  n + r − 2     ,     y  n + r − 1 )                   →     ( 1 )


  F


  r


    n = 1 , 2 , 3 , 4 , …    


    r


  ( 1 )


  y  ( x + 1 ) − y  ( x )


  y ( x )


  ∆ y  ( x ) = y  ( x + 1 ) − y  ( x )                                                                                               →    ( 2 )      


  y ( x )


  y ( x + 1 )


  n


  y ( x )


  x = n


      ∆   y  n   =   y  n + 1   −   y  n                                          


  ∆ y ( x )


          ∆  2   y  ( x )   = ∆  ( ∆ y  ( x ) )                                                                                                                                                                  


                                                        = ∆  ( y  ( x + 1 ) − y  ( x ) ) =  ( y  ( x + 2 ) − y  ( x + 1 ) ) −  ( y  ( x + 1 ) − y  ( x ) )                          


                                              = y  ( x + 2 ) − 2 y  ( x + 1 ) + y  ( x )                                                                        


                                              = y  ( x + 2 ) − 2 y  ( x + 1 ) + y  ( x )                                                                        


   ∆  n


                            ∆  n   y  ( x ) = ∆  (  ∆  n − 1   y  ( x ) )                                                                   = y  ( x + n ) − n y  ( x + n − 1 ) +   n  ( n − 1 )  2 !   y  ( x + n − 2 )       +   .     .     .        ( − 1 )  n   y  ( x )


                                                =   ∑  k = 0  n    ( − 1 )  k    (   n  k )   y  ( x + n − k )                                     →    ( 3 )                      


   (   n  k ) =   n !  k ! ( n − k ) !


  E


                            E y  ( x ) = y  ( x + 1 )                                                                                 → ( 4 )


  E


  y ( x )


  y ( x + 1 )


      E 2 y  ( x ) = y  ( x + 2 )         ,     E 3 y  ( x ) =  ( x + 3 )     , … ,   E  p y  ( x ) = y  ( x + p )


  p


    E  p


  x


  p


  n


  y ( x )


  x = n


    E  p   y  n =   y  n + p


  𝐈


  I


  y ( x )


  y ( x )


  I y  ( x ) = y  ( x )


  y


  ( ∆ y  ( x ) ,  ∆ 2 y  ( x ) ,   ⋯ )


  x


  S


  y


  S


  y


  x ∈ ℝ


  ℝ


        1 )     ∆ y  ( x ) =  1 2 y  ( x )  


        2 )      ∆ 2 y  ( x ) + 2 ∆ y  ( x ) + y  ( x ) = 0


        2 )      ∆ 2 y  ( x ) + 2 ∆ y  ( x ) + y  ( x ) = 0


  ∆


          1 )     ∆ y  ( x ) =    1 2 y  ( x )    


                  →   y  ( x + 1 ) − y  ( x ) =    1 2 y  ( x )           → y  ( x + 1 ) =    3 2 y  ( x )      


                  →   y  ( x + 1 ) − y  ( x ) =    1 2 y  ( x )           → y  ( x + 1 ) =    3 2 y  ( x )      


          2 )      ∆ 2 y  ( x ) + 2 ∆ y  ( x ) + y  ( x ) = 0                                                        


          2 )      ∆ 2 y  ( x ) + 2 ∆ y  ( x ) + y  ( x ) = 0                                                        


            →  ( y  ( x + 2 ) − 2 y  ( x + 1 ) + y  ( x ) ) + 2 y  ( x + 1 ) − 2 y  ( x ) + y  ( x ) = 0            


            →  ( y  ( x + 2 ) − 2 y  ( x + 1 ) + y  ( x ) ) + 2 y  ( x + 1 ) − 2 y  ( x ) + y  ( x ) = 0            


                  →   y  ( x + 2 ) = 0                                                          


                  →   y  ( x + 2 ) = 0                                                          


  y


      y  ( x + 2 ) − 4 y  ( x + 1 ) + 3 y  ( x ) = 0                    


  y  ( x + 3 ) − y  ( x ) = x    


  F  ( x , y  ( x ) , y  ( x + 1 ) , y  ( x + 2 ) , .       .     .   ,   y  ( x + n ) ) = 0             → ( 5 )


  y ( x )


  x


  n


  u  ( x + 1 , y + 1 ) + 2 u  ( x , y ) =   x 2 + y + 1  


  x , y


  n


    a  n  ( x ) y  ( x + n ) +   a  n − 1  ( x ) y  ( x + n − 1 ) + .   .   .   +   a 0  ( x ) y  ( x ) = r  ( x ) → ( 6 )


    a  i  ( x ) , i = 1 , 2 , ⋯ , n ,     a  n ,   a 0 ≠ 0


  r  ( x )  


  x


  r  ( x ) = 0


  r ( x ) ≠ 0


  y  ( x + 1 ) −    3 2 y  ( x ) = 0      


  y  ( x + 4 ) − y  ( x ) = x  2  x


  r  ( x ) ,   p ( x )


  p  ( x ) ≠ 0 , x


  x


  y  ( x + 1 ) − p  ( x ) y  ( x ) = r  ( x )                                                                                   →  ( 7 )


  y  ( x + 1 ) − p  ( x ) y  ( x ) = 0                                                                                             →  ( 8 )


  p  ( x )


  x


  y  ( x + 1 ) − p  ( x ) y  ( x ) = 0    


  y  ( x ) = y  ( a )   ∏  s = a  x − 1  p  ( s )              ( x = a , a + 1 , ⋯ )                                 → ( 9 )


  y  ( a )


  x = a


  p  ( s )


  y  ( x + 1 ) − x y  ( x ) = 0                                                     x ∈ ℕ


  y  ( 1 ) = 2    


  p  ( x ) = x


  y  ( 1 ) = 2


  y  ( x ) = 2 .   ∏  s = 1  x − 1  s = 2  ( x − 1 ) !


  y ( x )


  𝒚 ( 𝒙 + 𝟏 ) − 𝒙 𝒚 ( 𝒙 ) = 𝟎


  y  ( x ) = 2  ( x − 1 ) !


  y  ( x + 1 ) − x y  ( x ) = 0


  x


  x


  p ( x )


                                                    y  ( x + 1 ) − a y  ( x ) = 0                                                                                                 →  ( 10 )                      


  a


  y  ( x ) = C   ( a )  x  


  y  ( x + 1 ) − 2 y  ( x ) = 0  


  y  ( x ) = C  2  x


  p  ( x ) = C


  C


  y  ( x ) = y  ( a ) .   C  n    


  p  ( x ) = 1


  y  ( x ) = y ( a )


  p  ( x ) = 0


  y  ( x ) = 0


  𝒏


  n


    a  n y  ( x + n ) +   a  n − 1 y  ( x + n − 1 ) + ⋯ +   a 0 y  ( x ) = r  ( x )                       → ( 11 )


    a 1 ,   a 2 , ⋯ ,   a  n


    a  n ,   a 0 ≠ 0


    a  n y  ( x + n ) + ⋯ +   a 1 y  ( x + 1 ) +   a 0 y  ( x ) = 0                                         →  ( 12 )


    m  n +   a  n − 1   m  n − 1 + ⋯ +   a 1 m +   a 0 = 0                                                                           →  ( 13 )


    n


  n  


    m 1 ,   m 2 , ⋯ ,   m  n


    m 1 ≠   m 2 ≠ ⋯ ≠   m  n  


  y  ( x ) =   C 1   m 1  x +   C 2   m 2  x + ⋯ +   C  n   m  n  x         ; n = 1 , 2 , ⋯    


    m 1 =   m 2 = ⋯ =   m  n = m


  y  ( x ) =  (   C 1 +   C 2 x +   C 3   x 2 + ⋯ +   C  n   x  n − 1 )   m  x  


    m 1 = 𝛼 + i 𝛽 ,     m 2 = 𝛼 − i 𝛽   , 𝛽 ≠ 0


  m = r   e  ± i 𝜃 = r  (      cos ⁡  𝜃 ± i  sin ⁡  𝜃 )


      r =    𝛼 2 +   𝛽 2   ,     t a n 𝜃 =   𝛽  𝛼            


    m  x =   r  x   e  ± i 𝜃 x =   r  x  (  cos ⁡  𝜃 x ± i  sin ⁡  𝜃 x )                


  y ( x )


  x


  y  ( x + 1 ) = 1 . 2 y  ( x )       أ و     y  ( x + 1 ) = y  ( x ) + 0 . 2 y  ( x )


  y  ( x + 1 ) = 1 . 2 y  ( x ) − 10  


    p ( x )


  x


  b


  d


  i


  e


  p  ( x + 1 ) = p  ( x ) + b p  ( x ) − d p  ( x ) + i p  ( x ) − e p  ( x )


  p  ( x + 1 ) = r   p  ( x )                                                                                                           →     ( 14 )


  p  ( x + 1 ) = r   p  ( x )                                                                                                           →     ( 14 )


  r =  ( 1 + b − d + i − e )


  p  ( x + 1 ) = r p  ( x )  


  p ( x )


  x


  r


  p ( 0 )


  p  ( x ) = C   r  x  


  x = 0


  C = p ( 0 )


  p  ( x ) = p  ( 0 )   r  x                                                                                                               → ( 15 )


  r


  r > 1  


  r < 1


  r = 1


  r


  r


  r


  r = 1 . 2


  r = 1 . 0


  r = 0 . 8


  ( x + 2 )


  x   , ( x + 1 )


  p ( x )


  x


  p ( x + 1 )


  x + 1


  b ( x )


  x


  b ( x + 1 )


  x + 1


  d ( x )


  x


  d ( x + 1 )


  x + 1


  i ( x )


  x


  i ( x + 1 )


  x + 1


  e ( x )


  x


  e ( x + 1 )


  x + 1


  p  ( x + 2 ) =  ( 1 + b  ( x + 1 ) − d  ( x + 1 ) + i  ( x + 1 ) − e  ( x + 1 ) ) . p  ( x + 1 ) +  ( b  ( x ) − d  ( x ) + i  ( x ) − e  ( x ) ) . p  ( x )


  p  ( x + 2 ) =   r 1 p  ( x + 1 ) +   r 2 p  ( x )                                                                                                                                     →  ( 16 )


  p  ( x + 2 ) =   r 1 p  ( x + 1 ) +   r 2 p  ( x )                                                                                                                                     →  ( 16 )


    r 1


  x + 1


    r 2


  x


  ( 𝒙 )


  ( x )


  ( x + 2 )


    p  ( x + 2 ) =   r 1 p  ( x + 1 ) +   r 2 p  ( x )  


  p  ( x + 2 ) −   r 1 p  ( x + 1 ) −   r 2 p  ( x ) = 0


    m 2 −   r 1 m −   r 2 = 0


  m =     r 1 ±    r 1 2 + 4   r 2 2    


  p  ( x ) =   C 1   m 1  x +   C 2   m 2  x


  p  ( x ) = (   C 1 +   C 2 x )   m  x


  m = 𝛼 ± 𝛽 i


  p  ( x ) =   r  x  (   C 1  cos ⁡  ( 𝜃 x ) +   C 2  sin ⁡   ( 𝜃 x ) )                         r =    𝛼 2 +   𝛽 2                  


    m 1 > 1


    m 2 > 1


  p ( x )


    m 2 < 1   أ و     m 1 < 1


  p ( x )


    m 1 = 1


  p ( x )


  p ( x )

