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 الملخص

إن هــذا الث ــد  دــدم حواســـة  ــوح موضــوخ ال  ــويلات الخطيـــة و تاتيــة الخطيــة ال ـــي يع اــك مــن يهــم مواضـــي  ال  ليــ  ا ر ــ  وال ـــي 

 معاــــي م أــــوم الدالــــة ا ر ثــــة  راســــم.  انيــــا كرضــــتا 
ع
تلعــــ  حووا  ثفــــكا  ــــة حواســــة ندريــــة الــــدواح الأتدســــية ا ر ثــــة  يــــد كرضــــتا يو 

الأتدســـية خصاتصـــأما الأتدســـية. ويخفـــكا قمتـــا تعـــرا ال  ـــويلات الاتاتيـــة و عـــ  خصاتصـــأا ا عكـــو  و ال  ويـــ  الخطـــي وت ويـــ  

 .وض  يمالة مأمة تمكن من فأم طثيعة ال  ويلات كلى.  ما و زنا الأامة

 . ، حالة مر ثةخطي  تائيت وي  خطي،  ت وي  الكلمات الدالة:

Abstract  

This research examines both linear and bilinear transformations, which are fundamental topics in complex analysis 

and play a significant role in the study of geometric function theory. We begin by defining the concept of a complex 

function as a mapping. Next, we introduce linear transformations and reciprocal mappings, highlighting their 

geometric properties. Finally, we discuss bilinear transformations and explore some of their geometric 

characteristics. Throughout the study, we emphasize key examples to enhance understanding of the behavior of 

these transformations. 

Keywords: Linear transformation, Bilinear transformation, Complex function. 

   المقدمة. 1

 اـــا ر   لأنها تلع  حووا مأميع اك ال  ويلات الخطية وال  ويلات الاتاتية مواضي  يساسية  ة ال  لي   
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دريــة  جــاح اللــك  الثيــاني للمتــاطث ت ــد تــا فك الــدواح ا ر ثــة.  يــد ينــل  بــد لأ  با ــد  ــة مجــاح ن ــة إ 

حوا ــة ديــدو بموضـوخ ال  ــويلات الخطيــة والاتاتيــة  ــة ا ســ و  ا ر ــ .  الـدواح الأتدســية ين  كــون كلــى

ــة  ــية  ـ ــات ا  عمدـــة  ـــوح موضـــوخ ال  ـــويلات الأتدسـ ــر إعـــى الدواسـ ــة ت  دـ ــا ين ا ك ثـــة العر يـ  مـــا   دتـ

فكاند الحادة ملحة لعرا هذا ا وضوخ  ا لـل مـن يهميـة بالعـة كتـد تعـ  الثـا افن   ،ا س وى ا ر  

هذا المجـاح  ا ث دتفن  ة حواسة الدواح الأتدسية  سيما  ة ظ  قلة ا صاحو ا  ا ة ال ي يساهم  ة إ راء

شـــكاح الأتدســـية تلـــك   ـــويلات  ـــة اســـ  دامأا  ـــة ت ليـــ  الأ يهميـــة هـــذ  ال  تكمـــنمـــن الث ـــد العل ـــي. 

ــــم ـــة فأـ ــــذ  ال  ــــويلات  ـ ـــد يســــاهم هـ ـــ   يـ ــــة كلــــى الأ  متاسـ ـــة تــــا فك الــــدواح ا ر ثـ ــــية  ي يـ ـــكاح الأتدسـ شـ

 مــــا ينهــــا يســــأم  ــــة توضــــيخ ا  ــــاهيم ا عدــــدو مــــن خــــلاح تمايــــ  ا تــــاطث  ،المخ ل ــــة  ــــة ا ســــ و  ا ر ــــ 

شــكاح ا ر ثــة تلــك  يكمــث و ــذل  ثــا افن وا أتدســفن فأــم وت ليــ  الأ ا عدــدو بصــريا ممــا لســأ  كلــى ال

ــــة ـــ ــــاء والأتدسـ ـــ ــــ  ال ف  ـ ـــ ــــدو ماـ ـــ ــــا ت كد ـ ـــ ــة مجـ ــ ـــ ــــة  ـ ـــ ــــات العمليـ ـــ ــــأي  ال طثيدـ ـــ ــــة يسـ ـــ ــك  ـ ــ ـــ ــــك   ثفـ ـــ ــــأم تلـ ـــ  يسـ

(Arnold & Rogness, 2008). 

 الدوال المركبة كراسم. 1.1

ويي ن اللك  الثياني للدالـة هـو مت اـي  ـة ا سـ و  الـد كاالدالة الحديدية  ة م عفك وا د فإكتد حواسة  

لحديديـــة.  ـــة  جـــاح الخصـــاتا الرياضـــية للـــدواح امـــن خـــلاح هـــذ  الأشـــكاح الثيانيـــة  مكـــن إ )الكـــاوتف   .

لــذل     مكــن اســ  دام ن اللــك  الثيــاني للدالــة  ودــد  ــة فاــاء و ــا ة الثعــد و ا ســ و  ا ر ــ  نجــد ي

شــكاح الثيانيــة لدواســة الدالــة ا ر ثــة، لــذل  كــان فكــرو الدالــة ا ر ثــة  راســم ال ــي تاسســد بواســطة الأ 

يســا  ين  ى ــاني بفكنــاوح ويمــان لإ جــاح ا عاــي الأتد ــ ي للدالــة ا ر ثــة. هــذ  ال كــرو بت ــد كلــالرياضــ ي الأ

الدالــة ا ر ثــة ترســم تدابــ  بــفن التدــام  ــة ننــخ فن م طــابد فن مــن ا ســ و  ا ر ــ ، بمعاــي يو ــ  ين  

𝑤ندطة و يدو   تداب 𝑧  ة ا س و    𝑧التدطة   = 𝑓(𝑧)  ى  ة ا س و w   لذل  نس  دم مصطل  بد .

 
ع
   (Conway, 2012)."من يعثفك "الدالة ا ر ثة "ت وي  يو واسم" بد 

 المعني الهندس ي للراسم أو التحويل المركب. 2.1

𝑤إذا كاند  = 𝑓(𝑧)   
ع
  واسما

ع
نتـا ندـوح إن فإ 𝑧هة مجموكة من التدـام  ـة ا سـ و    Sوالمجموكة  مر ثا

 ما هو `𝑆 ويمكن ين نرمز لأا بالرمز 𝑓 بواسطة  S هة صووو𝑓 ت د تا فك  Sمجموكة الصوو للتدام  ة 

  .1مو    ة اللك  )
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 `Sهي  f(z)تحت تأثير الدالة المركبة  S. صورة المنطقة 1شكل 

 التحويل الخــطي. 2

𝑓(𝑥) ما  ة الدالة الحديدية الخطية ال ي بالصيعة  = 𝑎𝑥 + 𝑏  يـد  𝑎, 𝑏 ب ـان  ديديـان، يسـ ي  ا

𝑓(𝑧)ن الدالـة الخطيـة ا ر ثـة تاخـذ الصـيعة حالـة خطيـة، فـإ = 𝑎𝑧 + 𝑏  يـد   𝑎, 𝑏 .اب ـان مر ثـان 

 يع اك الدالة الخطية ا ر ثة من يسأ  الدواح ا ر ثة  ة فأم سلو أا الأتد  ي.

ــــو (:1)  تعريــــــ    بالعلاقـــــة  هـ
 

ــ ماـــ ة مـــــن الدودـــــة الأوعـــــى    ج
ر

ــ 𝑤ت ويـــــ  حاعـــ = 𝑓(𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏  ــــد إن       يـ

𝑎, 𝑏   ن مـــن تر يـــ ــو  ــان. وي كـ ــان مر ثـ ــة    ـــلا  اب ـ ــية وهـ ــية يساسـ  والــــدووان، الإزا ـــة،ت ـــويلات هتدسـ

ة من ال  وي  الخطي عدر ك  ت وي  من هذ  ال  ويلات  الة خاصر  .(Hamburger, 1999) وال كثفك. وي 

  شـك  هتد ـ ي تكـون يلع اك ال  وي  الخطي ت وي  ي اح   ة ا س و  ا ر   ولذل  صووو 

ال  ويلات الأتدسية ا كونة لأ    ة حجمأا وموضعأا.  نعرا فيما  لة صلة م  يعيفكملابهة لللك  الأ 

 ت وي  خطي 

ــي كلـــى الدالـــة  ا زا ـــة − 𝑇(𝑧)اللـــك    الخطيـــة ا ر ثـــة ال ـ = 𝑧 + 𝑏, 𝑏 ∈ ℂ  ت ويـــ  يســـ ي

 .𝑏   داب . ت د تا فك هذا ال  وي   مكن إزا ة ك  ندطة بم جل إزا ة

𝑅(𝑧)اللك   كلىالدالة الخطية ال ي   الدووان − = 𝑎 𝑧,   |𝑎| =  .يس ي ت وي  حوواني  1

𝑀(𝑧)اللــك   كلــىالدالــة الخطيــة ا ر ثــة ال ــي   ال كثفــك وال دلــيا − = 𝑎 𝑧, 𝑎 > يســ ي    0

0كاند  إذاتكثفك.  < 𝑎 <  يس ي تدلصا. 1

  أمثلة تحويلات خطية. 1.2
ـــد  (:1)  لمثـــــــــا ,(2,1)إذا كانـــــ 𝐵(−1,1), 𝐶(1, ــــد ي، (2− ـــ ــــووو ا الـ ـــ ــــد صـ ـــ ــــطة ال  ويــــــــ  ABCدـ ـــ  بواسـ

 𝑤 = (1 − 𝑖)𝑧 − 1 − 𝑖 
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𝑧هو  𝐴(2,1) العدح ا ر   ا داب  للتدطة    :الحل = 2 + 𝑖 

,𝐴إذا صووو التدام   𝐵, 𝐶     هة التدام 

𝐴` = (1 − 𝑖)(2 + 𝑖) − 1 − 𝑖 = 2 − 2𝑖 
𝐵` = (1 − 𝑖)(−1 + 𝑖) − 1 − 𝑖 = −1 + 𝑖 

𝐶` = (1 − 𝑖)(1 − 2𝑖) − 1 − 𝑖) = −2 − 4𝑖 

ـــــداترو ي (:2)  مثــــــال ـــــ  الـ ـــــذ   تدـ ـــــ  الـ ـــــي ا تاسـ ـــــ  الخطـ ـــــد ال  ويـ :𝐶1دـ |𝑧 − 1| = ـــــى  1 ـــــداترو  إعـ  الـ

𝐶2: |𝑤 − 3𝑖 2⁄ | = 2. 

 
:𝑪𝟏. التحويل ينقل الدائرة 2شكل  |𝒛 − 𝟏| = :𝑪𝟐   إلى الدائرة  𝟏 |𝒘 − 𝟑𝒊 𝟐⁄ | = 𝟐 . 

 بإزا ة بمدداو )2بالردوخ إعى اللك  )  :لحلا
ع
  و ال اعة تصثخ الداترو حاتـرو الو ـدو مر ـز  1- . ندوم يو 

ــل تكثفــــك بمعامـــ   ــم  ليـ ــ .  ـ ــة الأصـ ــة بمدـــداو   .2ندطـ ــكا إزا ـ ــة ن صـــ  كلــــى  3/2ويخفـ كلــــى المحـــوو ال  يلـ

 كا يي ويمكن ين نك   الصيعة العامة لل  ويلات . 𝐶2الداترو  

𝑤1 = 𝑧 − 1,  

𝑤2 = 2𝑤1 = 2𝑧 − 2,  

𝑤3 =  𝑤2 +  3𝑖 2⁄ = 2𝑧 − 2 + 3𝑖 2⁄  

ــية الخطيــــة  (:1)  ملاحظــــة ــي ت دــــث خاصـ ــيات للــــدواح ال ـ ــة الرياضـ إن مصـــطل  ت ويــــ  خطـــي لســــ  دم  ـ

𝑓(𝑧1 + 𝑧2) = 𝑓(𝑧1) + 𝑓(𝑧2)    ــــة ـــ ــــد ين الدالـ ـــ ــــا نجـ ـــ ــــا هتـ ـــ 𝑤ب تمـ = 𝑎𝑧 + 𝑏    ــــذ ـــ ــــا هـ ـــ ــــث ف هـ ـــ ت  دـ

𝑏الخاصية فدط كتدما   =  وهذا من ا لاتسات ال ي نجدها  ة هذا ا وضوخ.  0

ـــةســــور نعــــرا  ــا  لـ ـــة مثاشــــرو  فيمــ ــا كلاقـ ـــي لأــ ـــة ال ـ ـــن ال  ــــويلات الأامـ ت ويــــ  ا عكــــو  وهــــو مـ

 .بال  وي  الاتائي

 



 المؤتمر العلمي السنوي لطلاب المرحلة الجامعية والدراسات العليا، الجامعة الأسمرية الإسلاميـة

SCUPGS 2025  2025|   3| كتاب وقائع الأعمال العلمية المحكمة | المجلد . 

  التحويلات الخطية وثنائية الخطية في المستوي المركب
 

SCUPGS (2025) | ISSN (Print): 3107-2267 | ISSN (Online): 3107-2275 | ISBN: 978-9959-815-07-1                                     5. 37 

 تحويل المقلوب . 3

𝑤إن من يهم الدواح الكسرية  ة ال  لي  ا ر ـ  هـة حالـة ا عكـو    = 1
𝑧⁄  سـور نـدو  هـذ  الدالـة

   وي   ى ا سـ وى ا ر ـ . وسـتجد ين مـن يهـم خصـاتا هـذا ال  ويـ  ا ر ـ  ينـل  تدـ  ا سـ ديمات 

1 الدالــة  ،والــدواتر إعــة ن ســأا
𝑧⁄ ال ــن نطاقأــا  كــون كــ  ا ســ وى ا ر ــ  ماكــدا التدطــة𝑧 = يســ ي  0

 سية.حالة ا عكو . ولكي ندو  هذ  الدالة    وي  كليتا وضعأا  ة الصووو الأ 

𝑧إذا كاند   ≠ 𝑧  و  0 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 تية   ية الآسن ص  كلى الصووو الأ 

𝑤 =
1

𝑧
=

1

𝑟𝑒𝑖𝜃
=

1

𝑟
𝑒−𝑖𝜃          (1)   

    
, هو مدلوب |𝑤|  ؛  نلا ظ ين1) ا عاحلة من |𝑧|  arg 𝑤 = − arg 𝑧  و ذل  نجد ين حالة ا دلوب .

,𝑧(𝑟تتد  التدطة   𝜃)   ـة ا سـ وى  𝑍   إعـى التدطـة𝑤(1 𝑟⁄ , −𝜃)(  و ـ  العلاقـة بـفن 3. اللـك   𝑧  و

𝑤 = 1
𝑧⁄ . حاعــة  عكــو    حالــة ا عكــو   مكــن ين تك ــ   تك يــ  ــى ننــخة وا ــدو مــن ا ســ وى ا ر ــ

ـــ  دا ــــث ا ر ــــ . باسـ ــــيي الأســــيةحاتــــرو الو ــــدو وا رافـ 𝑐(𝑧) م الصـ = 𝑟𝑒−𝑖𝜃      و𝑔(𝑧) =  
𝑒𝑖𝜃

𝑟
ــــذ    لأـ

𝑐الدواح  مكتتا إ جاح الدالة التك يبية  ∘ 𝑔   بواسطة ا عرفة 

𝑐(𝑔(𝑧)) = 𝑐 (
1

𝑟
𝑒𝑖𝜃) =

1

𝑟
𝑒−𝑖𝜃  

 
𝒘و  𝒛. العلاقة بين 3شكل  = 𝟏

𝒛⁄ 

   نلا ظ ين   1) ا عاحلة  بمداونة هذ  الصووو م 

𝑐(𝑔(𝑧)) = 𝑓(𝑧) = 1
𝑧⁄  

 تـتعكن باللسـثة لـداترو الو ـدو  ـم 
ع
هذا  دوحنا ل أم طثيعة كم  حالة ا عكـو     ويـ   يـد ينهـا يو 

 تتعكن  وح المحوو الحديدي. 
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ـــــداترو  أ (:3)  مثــــــال ـــــ  الـ ــــووو نصـ ـــــد صـ |𝑧|دـ = 2, 0 ≤ arg(𝑧) ≤ 𝜋 ـــــو ت ـــــ  ا عكـ ـــــا فك ت ويـ ـــــد تـ   ـ

  . 𝑤 = 1
𝑧⁄ 

ترمـز إعـى صـوو ها ت ـد تـا فك ت ويـ  `𝐶 ترمـز إعـى نصـ  الـداترو ا صـلية ون ـرا ين   𝐶ن را ين  :الحل

𝑤ا عكو   = 1 𝑧⁄  . 

 
 . صورة نص  الدائرة تحت تحويل المعكوس4شكل 

 ين نعكـــن  `𝐶لكـــي نجـــد
ع
 ـــى حاتـــرو الو ـــدو  ـــم ندـــوم بانعكـــا  لللـــك  التـــات   𝐶 جـــ  كليتـــا يو 

ســـــ كون التدـــــام ال ـــــي  ، ـــــوح م ـــــوو ا فدـــــي )الســـــ تات ، ســـــيكون ا نعكـــــا  باللســـــثة لـــــداترو الو ـــــدو

مدياسأا لديها صووو بمديا 
1

2
 م  ملا دة ين ا نعكا   ة حاترو الو دو  لعفك قيمة الزوا ا.     

|𝑤|   ة حاترو الو دو هو نص  الداترو نعكا ا تعد  𝐶لذل  صووو   =
1

2
 ندوم بانعكـا   ـوح  

ع
.  انيا

ا نعكا  لعفك من اتجـا  الزاويـة و  لعفـك مـن ا ديـا  لأ  ندطـة ولـذل  تكـون  .  م وو ا فدي )الس تات

                                                    هة  𝑊الصووو  ة ا س و  

|𝑤| =
1

2
, −𝜋 ≤ arg(𝑤) ≤ 0 

  ا و  .     و   هذا ال  وي  لدد تم اس  دام ننخة وا دو من ا س وى ا ر    ة اللك 4اللك  )

نل من السأ  ين ن أم من خلالل ماذا س كون الصووو ت د  إإن من ممف ات ت وي  ا عكو   

فإن   الأص   ندطة  الداترو  دط   يو  الأصلة  ا س ديم  كان  إذا  حاترو .  يو  )مس ديم  ال  وي   هذا  تا فك 

سور   ينها    ت  و  الصووو  لعان  وهذا  اللانها ة  ندطة  يما كلى  يو    مس ديم.  الأصلة  ا س ديم  كان  إذا 

س كون   و ال اعة  بك ار  م دوحو  س كون  الصووو  ين  لعان  فأذا  الأص   ندطة    حاترو الداترو    دط  

 .  5اندر اللك  )
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𝒘   . المستقيمات والدوائر التي تمر بنقطة الأصل وصورتها تحت تأثير 5 شكل = 𝟏

𝒛⁄  

 ة ا تاقلة السابدة تدوحنا إعى ال عري  ال اع

الأتية  (:2)   تعري  بالصووو  معرفة  حالة  تكون  ا وس   ا ر    ا س وى  كلى  ا عرفة  ا عكو    حالة 

 ((Markushevich, 2005   

𝑓(𝑧) = {

1
𝑧⁄ ,     𝑖𝑓 𝑧 ≠ 0 𝑜𝑟  ∞
∞, 𝑖𝑓 𝑧 = 0  
0 ,       𝑖𝑓 𝑧 =  ∞

 

عـى ن سـأا إنس ل   مما سثث ين ت وي  ا عكـو  هـو ت ويـ  ي ـاح    مـ  ا سـ ديمات والـدواتر 

 .وهذ  الخاصية للتكك ف ها ت وي  ا دلوب م  ت ويلات الإزا ة والدووان وال كثفك

 التحويل الثنائي  . 4

الأ إ ال  ليلية  الدواح  ندرية  مأما  ة  حووا  تلع   الأتدسية  الخصاتا  حواسة  من  ن  التوخ  هذا   اح ة. 

كل ت افظ  لأنها  ا ت دمة  ال  ويلات  لس ي  ا ر ثة  لدواسة    ى الدواح  وهذا  دوحنا  الزوا ا  وقيمة  اتجا  

ال  ويلات الاتاتية وال ي هة ت ويلات مت دمة يولية ويس ي ا اا ت ويلات خطية  سرية يو )ت ويلات 

الدواتر  Möbius Transformations-مو يو  الاتائي  تد   ال  وي   ندطة   وا س ديمات .  تدط   ال ي 

إعىالأ  تتد   ص   الأ   مس ديمات  ما  ندطة  تدط   ال ي    وا س ديمات  حواتر  ما  ة   ىعإص   الدواتر 

    (Greenleaf et al., 2017)  5اللك  )

 ؛ اللك  ى ال  وي  الاتائي هو ي  حالة تكون كل (:3)  تعري 

𝑤 = 𝑓(𝑧) =
𝑎𝑧+𝑏

𝑐𝑧+𝑑
, 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0      (1)   

,𝑎  يد 𝑏, 𝑐, 𝑑 .جاح  إكتد   يكداح مر ثة 𝑧  بد لة   𝑤  ؛ال  وي  العكس ي ىمن ال  وي  ن ص  كل 

𝑧 =
−𝑑𝑤+𝑏

𝑐𝑤−𝑎
                             (2)                         
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   .
ع
 والذ  لع اك ت وي   سر  ي اا

𝑐إذا كاند   ≠ 𝑤      بالصيعة1)ا عاحلة   مكن إكاحو   ابة ال  وي      0 =
𝑎

𝑐
+

𝑏−
𝑑𝑎

𝑐

𝑐𝑧+𝑑
وهذ      

الخطي   ال  وي   تداب   𝑤1 الصيعة  = 𝑐𝑧 + 𝑑     مدلو ل يخذ  𝑤2 م  =
1

𝑤1
الخطي    ال طثيث    م 

𝑎

𝑐
+  (𝑏 −

𝑑𝑎

𝑐
) 𝑤2     إذا كاند𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0   ( ال  وي   إع1فإن  𝑤  ى     ؤوح  =

𝑎

𝑐
ال  وي       وهذا 

ا س و    ندام  دمي   التدطة    𝑍الاابد  تد   إعة 
𝑎

𝑐
كاند    𝑐إذا  = 0 ( ال  وي     1فإن 

ع
ت ويلا    صثخ 

.
ع
 خطيا

كاند    𝑐إذا  ≠ 0 ( ال  وي   ا س و      1فإن  ندام  ا س و   𝑍 تد   ندام  إعى     𝑊 ا وس  

فإنل  تد   بوا دو ولذل   𝑧التدطة    ا وس  وا دو  = التدطة     ∞ 𝑤إعى  =
𝑎

𝑐
𝑧والتدطة       =

−𝑑

𝑐
إعى   

𝑤التدطة   =  . و ال اعة نس ل   ين صووو ندطة اللانها ة  ة ال  وي  الاتائي ل سد اللانها ة.   ∞

الاتائي    (:4)   مثال ال  وي   ين  𝑤ي بد  =
𝑧−1

𝑧+1
ا  من      ا س و   ℜ(𝑧) تد  نص   > حاخ    0 إعى 

|𝑤|الدرص   < 1  ((Ponnusamy, & Silverman, 2006                                                                                                                             .                                                                                                                      

 
 التحويل الثنائي ينقل نص  المستوي الايمن إلى داخل القرص .6شكل 

𝑤ن       الحل: =
𝑧−1

𝑧+1
𝑧 ل       𝑧باللسثة للم عفك    =  

1+𝑤

1−𝑤
 

    
ع
 إذا

𝑅(𝑧) =
1

2
(𝑧 + 𝑧̅) =

1

2
[
1 + 𝑤

1 − 𝑤
+

1 + 𝑤̅

1 − 𝑤̅
] > 0 

⟹  
1 − |𝑤|2

|1 − 𝑤|2
> 0 ⇒ |𝑤| < 1. 

 متطدة إعى يخرى.   تائي   تد فيما  لة سور نعرا مااح  و    ي   مكن اش داق ت وي  مت دم )

ــــدو   (:5)  ثـــــالم ــــرص الو ـ ــــ  قـ ــــائي  تدـ ــــ   تـ ــــد ت ويـ |𝑧|دـ < إعـــــى الجـــــزء الأ مـــــن مـــــن ا ســـــ وى ا ر ـــــ   1

𝑅𝑒(𝑤) > 0 (Ponnusamy & Silverman, 2007). 
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 تحويل ثنائي ينقل قرص الوحدة الي النص  الايمن من المستوي المركب (.7شكل )

  ج  كليتا ين نث د كن ت وي   تائي     الحل
ع
𝑤يو  = 𝑓(𝑧)  ب يد  تد  حاتـرو الو ـدو|𝑧| = إعـى  1

لذل  فـإن حالـة ال  ويـ   جـ  ين  كـون لـديها قطـ  كلـى الـداترو. بالإضـافة لـذل   جـ    المحوو ال  يلة.

𝑤ين تكون التدطة  =   𝑧0. بمعاي ينل  بد من ودوح ندطة  الو دو حاتروضمن صووو   0
ع
إعـى  تل  يمالا

|𝑧|حاترو الو دو  = 𝑓(𝑧0)  ب يد  كون  1 =   ؛. بالتدر  ة ال  وي 0

𝑤 = 𝑓1(𝑧) =
𝑧 + 1

𝑧 − 1
                            (3) 

ــ   ــ   ∞إعــــى   1نلا ـــظ ينــــل  تدـ ــاتا الأتدســــية لل  ـــويلات الاتاتيــــة نعلــــم ين  0إعــــى  1−ويتدـ . ومــــن الخصـ

|𝑧| تد    (3)ال  وي    = ديم  مـر بتدطـة الأصـ . لكـي نعـرر ي ـن  دـ  هـذا ا سـ ديم نعـوا  إعـى مسـ  1

𝑧بالتدطة  = 𝑖  ( ؛  ونجد التدطة3 ة  

𝑤 =
𝑖 + 1

𝑖 − 1
= −𝑖 

ــ    ــ ديم. و ال ــــاعة نســــ ل   ين صـــووو الــــداترو ت ـــد تــــا فك ال  ويـ  كلــــى ا سـ
ع
ــا ــي تدــــ  ا اـ المحــــوو  ةهــــ 𝑓1وال ـ

بدي كليتا ين نعرر ي  نص  )الأ من يو الألسر  من ا س و  ا ر   هـو صـووو الداخليـة  نال  يلة. الآ 

𝑓(0)نلا ظ ين  الو دو.لداترو   = 𝑤التدطـة  ،1− = تدـ  كلـى التصـ  الألسـر ولكـن هـذا لـ ن  1−

  ؛لت ص  كلى ال  وي  ا طلوب 𝜋  بزاوية 3هو ما نريد. ولكن  مكن تصحيخ ذل  بدووان لل  وي  )

𝑤 = 𝑓(𝑧) = −
𝑧 + 1

𝑧 − 1
=

1 + 𝑧

1 − 𝑧
. 

 إذا نكون بذل  وصلتا لل  وي  الاتائي ا طلوب.

 مما كرضتا سثث  مكن تلخيا تع  خصاتا ال  وي  الاتائي  ة التدام ال الية  

  مكن   ابة حالة ال  وي  الاتائي  تك ي  ل  ويلات ا زا ة وال كثفك والدووان وا عكو .  −

 حالة ال  وي  الاتائي تتد  ا س و  ا ر   ا وس  إعى ن سل. −

 وحواتر.حالة ال  وي  الاتائي تتد  ا س ديمات والدواتر إعى مس ديمات   −
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 ال  وي  الاتائي ت وي  مت دم كتد ك  ندطة  ة نطاقل ماكدا ا قطاب.   −

 . النسبة التبادلية 5

,𝑧اللسثة ال ثاحلية للأكـداح ا ر ثـة   (:4)   تعري  𝑧1, 𝑧2, 𝑧3    هـة العـدح ا ر ـ
𝑧−𝑧1

𝑧−𝑧3
 
𝑧2−𝑧3

𝑧2−𝑧1
كتـد    

 ،
ع
 ســاب اللســثة ال ثاحليــة  جــ  كليتــا ا ه مــام بتكت ــ  الأكــداح ا ر ثــة لأن التثيجــة تكــون م  ل ــة مــالا

,0,1,2اللســـثة ال ثاحليـــة للأكـــداح    𝑖   تكـــون
𝟑

𝟒
+

𝟏

𝟒
𝒊   0ب تمـــا اللســـثة ال ثاحليـــة للأكـــداح, 𝑖, تكـــون   1,2

1

4
−

1

4
𝑖 (Saff & Snider, 2003). 

.  النها ة مكن يعميم م أوم اللسثة ال ثاحلية ل لم  ا س و  ا ر   ا وس  ب وظي  م أوم 

 يي فإن اللسثة ال ثاحلية تكون كالآ∞  هة  𝑧 بمعاي ينل لو كان  

lim
𝑧→∞

𝑧 − 𝑧1

𝑧 − 𝑧3
 
𝑧2 − 𝑧3

𝑧2 − 𝑧1
 

ــــة.التدريـــــة ال اليـــــة تو ـــــ  يهميـــــة اللســـــثة ال ثاحليـــــة  ـــــة حواســـــة ال  ـــــويلات  ـــل  الاتاتيـ ــــى ودــ كلـ

 الخصوص سور ناكهن ين اللسثة ال ثاحلية  اب ة ت د تا فك ال  وي  الاتائي.

ــــ إذا  (:1)  نظريــــــــــة ــــان ال  ويـــــ ــــام  كـــــ ــــ  التدـــــ ــــائي  تدـــــ ,𝑧 تـــــ 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3   ــة ــ ــــام المخ ل ـــــ ــــى التدـــــ ــــة إعـــــ المخ ل ـــــ

𝑤, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3 فإنل لك   عةتلك  م  ا𝑧 تيةت  دث ا عاحلة الآ (Zill & Shanahan, 2009)   
𝑧 − 𝑧1

𝑧 − 𝑧3
 
𝑧2 − 𝑧3

𝑧2 − 𝑧1
=

𝑤 − 𝑤1

𝑤 − 𝑤3
 
𝑤2 − 𝑤3

𝑤2 − 𝑤1
                    (4) 

 : البرهان

 ؛ ت وي   تائي معرر بالصيعة 𝑅ن را ين  

𝑅(𝑧) =
𝑧 − 𝑧1

𝑧 − 𝑧3
 
𝑧2 − 𝑧3

𝑧2 − 𝑧1
                                         (5) 

,𝑧1كتد ال عوي  بالتدام   𝑧2, 𝑧3   نجد ين 𝑅(𝑧1) = 0, 𝑅(𝑧2) = 1, 𝑅(𝑧3) = ن را ي اا . ∞

   ؛ال  وي  الاتائي

𝑆(𝑧) =
𝑧 − 𝑤1

𝑧 − 𝑤3
 
𝑤2 − 𝑤3

𝑤2 − 𝑤1
                                      (6) 

 نجد ين  𝑆 باللسثة لل  وي  

𝑆(𝑤1) = 0, 𝑆(𝑤2) = 1, 𝑆(𝑤3) = ∞ 

,𝑧1  تدـ  التدـام 𝑇−1(𝑆−1(𝑅(𝑧)))لذل  ال  وي  الاتائي الخطي  𝑧2, 𝑧3 إعـى التدـام 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3 

 .ةكلى ال  اع

,0,1 نس ل   بذل  ين ال  وي   تد  التدام  ,0,1 التدام  إعى∞  كلى ال  اعة.  ∞
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ـــــــ   ـــ ـــــــ ل ا  ين ال  ويـ ـــ ـــــــن اسـ ـــ ـــــــاعة  مكـ ـــ ـــــــن 𝑇−1(𝑆−1(𝑅(𝑧)))و ال ـ ـــ ـــــــد بمعاـ ـــ ـــــــ  م ا ـ ـــ ـــــــو ت ويـ ـــ  هـ

𝑇−1(𝑆−1(𝑅(𝑧))) = 𝑧   وهذا  كا ئ ال عثفك الرياض ي 𝑅(𝑧) = 𝑆(𝑇(𝑧))  . 

𝑤 بوض      = 𝑇(𝑧)   ين نجد   𝑅(𝑧) = 𝑆(𝑤) 

    مكن اس ل ا  ين   6) ، 5من )
𝑧 − 𝑧1

𝑧 − 𝑧3
 
𝑧2 − 𝑧3

𝑧2 − 𝑧1
=

𝑤 − 𝑤1

𝑤 − 𝑤3
 
𝑤2 − 𝑤3

𝑤2 − 𝑤1
. 

ــ   ــا فك ال  ويـ ــة ت ـــد تـ ــي  اب ـ ــثة ال ثاحليـــة تثدـ ــة الســـابدة نســـ طي  الدـــوح بـــان اللسـ مـــن التدريـ

 الاتائي الخطي.

  تاتيا ب يد  تد  التدام   (:6)   مثال
ع
,1اس ل   ت ويلا 𝑖, |𝑧| كلى حاترو الو دو   1− <  إعى التدام 1

|𝑧| كلى المحوو الحديدي.  دح صووو ا تطدة 1,0,1− <  ت د تا فك هذا ال  وي . 1

ـــــوب   الحـــــــل: ـــــائي ا طلـ ـــــ  الاتـ ـــــابدة ال  ويـ ــة السـ ـــ ـــــن التدريـ 𝑤مـ = 𝑇(𝑧) ( ــة ـــ ـــــث ا عاحلـ ـــــ  ين   دـ   4 جـ

𝑧1  و ـال عوي  بالتدـام = 1, 𝑧2 = 𝑖, 𝑧3 = −1, 𝑤1 = −1, 𝑤2 = 0, 𝑤2 =   4)  ـة ا عاحلـة 1

 نجد 
𝑧 − 1

𝑧 − (−1)

𝑖 − (−1)

𝑖 − 1
=

𝑤 − (−1)

𝑤 − 1

0 − 1

0 − (−1)
. 

 ن ص  كلى ال  وي  الاتائي      𝑤ب   ا عاحلة باللسثة  

𝑤 = 𝑇(𝑧) =
𝑧 − 𝑖

𝑖𝑧 − 1
. 

𝑧ن  اك التدطة   = 𝑇(0) ن ص  كلى  0 = 𝑖    لذل  صووو ا تطدة  |𝑧| < ت د تا فك هذا ال  وي  1

𝑣تكون التص  العلو  من ا س وى ا ر    > 1. 

 الخاتمة 

قمتا  ة هذا الث د بدواسة  وح موضوخ ال  ويلات الخطية و تاتية الخطية  ة ا س وى ا ر  . لدد  

الأ  يع اك حجر  الأتدسية وال ي  ا عكو  و ع  خصاتصأما  الخطي وت وي   ال  وي   سا   ة  حوستا 

فأم ال  ويلات  تاتية الخطية.  ما تطرقتا ي اا لدواسة ال  ويلات الاتاتية وال ي لديها كدو مسميات  

ب تا ين هذ    ما   .  Möbius Transformations-مراحفة لأذا ا صطل  وا شأر منها )ت ويلات مو يو 

ال  ويلات ي اح ة  ة نطاقأا.  ذل  كرضتا الخصاتا الأتدسية لأا وا أمة ددا  ة حواسة ي  موضوخ  

ا تاطث   بصوو  مدكمة  بامالة  الحداتث  هذ   ك   حكم  نلس ي  لم  الأتدسية.  ما  الدواح  بتدرية  خاص 

 ت د تا فك هذ  ال  ويلات والذ  من شانل زياحو ال أم لدى الداوئ ا ث دئ بهذا المجاح.  
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