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 الملخص

 ةسييتمدمف فيييي حييلا ااعييياليت التفاضييلية العال ييية والج  يييياوالتييي  كتشيياا العد يييد مييي التحيييويلات الت املييية اتيييم فييي السييياوات ال  يي ة 

حصييياء وم الرياضييييات والف ء ييياء والوادسييية والإ ليييليييل حيييلا ااعييياليت الت امليييية التييي  تمسيييلا العد يييد ميييي ااسيييا لا ااتاوعييية فيييي عإبالإضيييافة 

الخ ييييية والعليييوم الييوييييية والعليييوم ال هييييية.  ليييدا ئيييي ا الهحييين ليييييلا مسييييا لا فيييي علييييم ااي ا ي يييا الوادسييييية يسييييما فييييي   ريييية اارو يييية 

سييتمدام تحويييلا يبييلاا الت يياملي. وقييد تييم افييي اليييلا بالت يياملي. وكلييط بم ييوات مشييا للم لتلييط ااسييتمدمة  إل اكيي مسيتمدم ن تحويييلا 

ب   ييولي  –ويليير ا  رييية  الشيو  ة،للمعاللية التفاضييلية ااا ميية للمسي لة وفيية الا رييية  العييوا   حايياء إإ جيال اليلييول الفعلييية اسي لة 

ن   هيية كشيي لا مشييابلم لتحويييلا يبييلاا لإ جييال أ مكييي  إل اكيي ن تحويييلا أ اسييتاتاجتييم  وكلييط فييي حييايت ممتلفيية مييي الشييرو  اليد يية.

 حلول ااعاليت التفاضلية وفة شرو  مرفقة.

ااسبتة مي  العوا  اادعمة ببساطة،  العوا  ااسبتة،  العوا  الت املي،  إل اك اار ة، تحويلا  العوا   حااء إ الكلمات الدالة:

 الجا ب الآ ر.  جا ب واليرة مي

Abstract  

In recent years, several integral transformations have been presented and applied to solving some ordinary and 

partial differential equations, as well as to solving integral equations that represent some diverse problems in 
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mathematics, physics, engineering, statistics, biological sciences, and medical sciences.  This research aims to solve 

problems in engineering mechanics, particularly in linear elasticity theory, using the Elzaki integral transformation. 

The steps are similar to those used in solving problems with the use of Laplace integral transformation. The exact 

solutions of the elastic beam bending problem, which is represented by a differential equation according to the 

well-known Euler-Bernoulli theory when the beam is subjected to various boundary conditions. It was concluded 

that the Laplace transform can be applied analogously to the Laplace transform in finding solutions of differential 

equations under the specified boundary conditions. 

Keywords: Elastic beam bending, Elzaki integral transformation, Clamped beams, Simply supported beams, 

Clamped beams at one edge and free at the other edge. 

   المقدمة. 1

التيي  أصييهحف موضييع ائتمييام العد ييد مييي ل اسيية التحييويلات الت املييية وت هيقا لييا مييي ااواضيييع الهحسييية 

لييييييل الهحييييياك فييييييي الجا ييييييب إالهحييييياك والكييييييال مي ن بتمصايييييح  الرياضيييييييات الهحسييييية والت هيقييييييية بالإضيييييافة 

حصيياء وضعييي  لويي ا التحييويلات بتمصصييات متاوعيية بييالعلوم الت هيقييية ال ييرل كالف ء يياء والإ الت هيقيي  

ممتلفيية ممسليية بمعيياليت تفاضييلية عال يية وج  ييية مرفقيية كشييرو   التمصصييات الوادسييية ليييلا مسييا لا

فيييي موضيييوو التحيييويلات الت امليييية الا ريييية قيييدم الد اسيييات أابتدا يييية وحد ييية وكييي لط معييياليت ت امليييية. 

بي ي  سييمون والكث  شيوعا مي حين الت هيقات ااتاوعة في العلوم الرياضيية والت هيقيية ترجيع للعيالم 

  (.Nuruddeen et al., 2018)ساوات القرن السامي عشر أوا ر في  يبلاا

 تحوييلا منليا عليل سيبيلا الي كر ي اليصير كعد تحوي يبلاا تم ا جالئا العد د مي التحويلات الت املية

 وتحويلا أبوله  Elzaki & Elzaki, 2011a)) الت املي إل اك وتحويلا  (Hilbert, 1989)ئيلب ت ولافيد فون  

 الت يياملي وتحويييلا شيائو (Mansour et al., 2021) الت ياملي سيي  وتحوييلا  (Aboodh, 2013) الت ياملي

(Maitama & Zhao, 2019)  وتحوييلاGF1 الت ياملي (Gwila & Farhat, 2022a)  وتحوييلاGF2 الت ياملي 

(Gwila & Farhat, 2022b) .الت هيقييات  أحييدالت هيقييات ااي ا يكييية مييي  وغ يي  كلييط مييي التحييويلات

للتحويلات الت املية الت  ائتم بلم العد يد ميي الهحياك لييلا مسيا لا القييم ايبتدا يية التي  تصي  مسيا لا 

اار ة مي ااسا لا الت  تد ا مي قهيلا الرياضيي ن  العوا   حااء الصفا ح و إمي ا يكية متاوعة. مس لة 

 -  ريية أويليراار ية ااقيول بالليياا.  العيوا  يسييما ا حاياء الصيفا ح و  وااوادس ن وك لط الف ء يا ي ن

اار ة ااقول ب لياا وهي حالة  اصة  العوا   حااء إب   ولي مي ضمي الا ريات التقريبية الت  تد ا 

ب   ييولي كشييرو  حد يية  -الصييفا ح اار يية بمواصييفات مشييا للم. تييم تحييد ن   رييية أويليير إ حايياءمييي   رييية 

سيياة بااعالليية التفاضييلية اامسليية للمسيي لة لييياا اقاوميية الس يي  متعييدلة فييي حاليية ترييم ن فرضييية قييد ة ال

2017 ((Farhat & Gwila, 2017 با رييية اارو يية  ائتمييف بج جييال حلييول  سييابقة وااابسقيية مييي ل اسييات
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القيد ة عليل مقاومية  الوي ب ليياا  ي   والد اامي   للصيفا ح اار ية ااقيواةتستااسا لا اي حااء الإ   الخ ية

 اليييلا للإ جييالالت يياملي  إل اكيي تحوييلا تييم ت هييية  .Farhat & Soldatos, 2015; Farhat, 2013)) الس ي 

بر يييولي فيييي حالييية واحيييدة فقييي  للشيييرو   -  ريييية اويليييرليييياا مر ييية وفييية ااقيييول ب  العيييوا   حاييياء إاسييي لة 

 عايييييييييييييييييييييييد حيييييييييييييييييييييييافت  العيييييييييييييييييييييييوا   اادعمييييييييييييييييييييييية كشييييييييييييييييييييييي لا كسيييييييييييييييييييييييي  اار ييييييييييييييييييييييية العيييييييييييييييييييييييوا  اليد ييييييييييييييييييييييية وهيييييييييييييييييييييييي 

(Elzaki et al., 2012a .) العيوا   حاياء إالويدا السا يح  لوي ا الهحين ئيو ل اسية إ جيال الييلا اسي لة 

 العيييوا   بر يييولي فيييي حيييايت ممتلفييية ميييي الشيييرو  اليد ييية وهيييي -ااقيييول ب ليييياا مر ييية وفييية   ريييية اويلييير

ااسبتيييية ميييي جا يييب واادعمييية كشيييي لا  العيييوا  ااسبتيييية ميييي الجيييا ه ن و  العيييوا  اادعمييية كشييي لا كسيييي  و 

 ااسبتة مي جا ب واليرة مي الجا ب الآ ر. العوا   ر و لآ كسي  مي الجا ب ا

 تعريف تحويل إلزاكي. 2 

 : (Elzaki et al., 2012b) كالتالي 𝐴  تم تعري  تحويلا إل اك  للدوال علل المجموعة 

𝐴 = {𝑓(𝑡): ∃𝑀; 𝑘1, 𝑘2 > 0: 𝑓(𝑡) < 𝑀𝑒
|𝑡|

𝑘𝑖 , 𝑖𝑓𝑡 ∈ (−1)𝑖 × [0, ∞)} → (1) 

,𝑘1با امت ،   𝑣حين 𝑘2 ∈ ∞ ، 𝑀 >  التالية:سيتم تعري  تحويلا إل اك  بواس ة الصيغة   0

𝑇(𝑣) = 𝐸{𝑓(𝑡)} = 𝑣∫ 𝑓(𝑡)𝑒−
𝑡

𝑣𝑑𝑡; 𝑣 ∈ [−𝑘1, 𝑘2]
∞

0

→ (2) 

 يعاللوا: أو بما 

𝑇(𝑣) = 𝐸{𝑓(𝑡)} = 𝑣2∫ 𝑓(𝑣𝑡)𝑒−𝑡
∞

0

𝑑𝑡; 𝑘1, 𝑘2 > 0 → (3) 

ن ويمكييي اسيييتمداموا لييييلا ااشييياكلا لو لقييد تبيييف أن تحوييييلا إل اكيي  ليييلم  صيييا ح اليفييا  عليييل الوحيييدة، 

اللجييوء إلييل مجييال التيي لل، ئيي ه واحييدة مييي م ا ييا ئيي ا التحويييلا الجد ييد  صوصييا فييي ااشيياكلا كات الكعييال 

 .((Elzaki & Elzaki, 2011bة الف ء ا ي

 . بعض خصائص تحويل إلزاكي3

 ,.Elzaki et al) سيعر  في ئ ا الهاد تحويلا إل اك  للمشتقة إلل جا ب ككر كع  الخصا ح ال رل   

2012b) : 

 فجن: 𝑓(𝑡)تحويلا إل اك  للدالة   𝑇(𝑣)إكا كا ف  

   𝐸{𝑓(2)(𝑡)} =
𝑇(𝑣)

𝑣2
− 𝑓(0) − 𝑣𝑓 ′(0)                       [1-3] 

      𝐸{𝑓(𝑛)(𝑡)} =
𝑇(𝑣)

𝑣𝑛
− ∑ 𝑣2+𝑘−𝑛𝑓(𝑘)(0)𝑛−1

𝑘=0                         [2-3] 
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𝐸{𝑎𝑓(𝑡) ± 𝑏𝑔(𝑡)} = 𝑎𝐸{𝑓(𝑡)} ± 𝑏𝐸{𝑔(𝑡)}      [3-3] 

,𝑎  حين 𝑏   توابف𝑔(𝑡), 𝑓(𝑡)  ال مي. لوال في 

  𝐸{𝑡𝑓(1)(𝑡)} = 𝑣2
𝑑

𝑑𝑣
[
𝑇(𝑣)

𝑣
− 𝑣𝑓(0)] − 𝑣[

𝑇(𝑣)

𝑣
− 𝑣𝑓(0)]                 [4-3] 

 إلزاكي  لتحويل  المزاحة  الخطوة  . دالة4

𝐸{𝑢(𝑡  بمييييييييييييييييييا أن تحويييييييييييييييييييلا إل اكيييييييييييييييييي  لداليييييييييييييييييية الوحييييييييييييييييييدة − 𝑎)} = 𝑣2𝑒−
𝑎

𝑣  ل ييييييييييييييييييلا𝑣 >  إكا كا ييييييييييييييييييف 0

𝐸{𝑓(𝑡)} = 𝑇(𝑣) :فجن 

𝐸{𝑓(𝑡 − 𝑎)𝑢(𝑡 − 𝑎)} = 𝑒−
𝑎

𝑣𝑇(𝑣) → (1) 

𝑢(𝑡حين − 𝑎)   اا احة هي لالة الخ وة (Kim (2013 . 

 (  Beams bending problemمسألة إنحناء العوارض ) .5

عايييد  ممتلفيية حييايتب ةوكا ييف مرتكيي   𝑥𝑦فييي الا ييام ال ييا ت ءي  x إكا ا  هقييف عا ضيية أفقييية علييل محييو   

ماح ييي  ب حايياء ماح ييي  اي  سيي  يو  ،تحيييف تيي ت   الحميييال الرأسييية العا ضيية  بحيييين تاح يي  حييافت  العا ضيية

 لعوا  تسبيف ال متلفةمحايت  (4-1) لاش وضح ال ت (. (Spiegel, 1986 اارو ة

 

 .  A, Bوضاو العا ضات عاد النلا ت نأرئا شرو  حد ة ممتلفة وفة  والت  سيااظ

لتحد يد  وكليط   ريية اارو ية فيي عليم اي حاياءوتا م ئ ه ااس لة   ريات متعدلة لإ جال لالة 

وسييتم فييي ئي ا الهحيين  طييول.ل يلا وحيده  𝑊(𝑥)الايياتم ميي حمييلا اي حاياء ااييوزو  𝑦(𝑥) حاياء العا ضية إ
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رو  حد ييية ممتلفييية مسيييتمدم ن تحويييييلا اارفقييية كشييييويلييير بر يييولي ا  رييييية ااعاللييية التفاضيييلية وفييية  حيييلا

 :ك ت    ااعاللة التفاضلية الش لا التاليإل اك  الت املي إ

 
𝑑4𝑦(𝑥)

𝑑𝑥4
=

𝑊(𝑥)

𝐸𝐼
→ (1) 

لل إ 𝐸𝐼رم ل ات  للمق ع العرضح  للعا ضة،  ئو ع م القصو  ا 𝐼،معاملا اارو ة "معاملا  و م" 𝐸  حين

 .( (Prakash, 2017التالية ايبتدا ية حااء لوي لا العا ضة مع الشرو  اليد لم أو صلابة الإ 

 العا ضة:إكا كا ف 

Clamped": 𝑦(𝑥)مسبتلم "مدعملم  − = 𝑦 ′(𝑥) = 𝑥؛ حين أن 0 = 𝑥أو  0 = 𝐿 . 

 ":Simply Supported Endعا ضلم كات لعم كسي  أو نلا ة مفصليلم " −

        𝑦(𝑥) = 𝑦″(𝑥) = 0   
Free end:"      𝑦″(𝑥)نلا ة حره " − = 𝑦‴(𝑥) = 0 

 اليرة.للنلا ة  𝐹والرم   𝑠وااسبتة ببساطلم بالرم   𝑐للا تصا  س  م  للعا ضة ااسبتة ب ح ام الرم 

 العارضة المثبتة عند طرفيها. 1.5

تحميييلا تقيييلا  𝐿 طولويييا Clampedإليييل وئيييو ا تصيييا   (𝑐𝑐)ت هيييية عليييل عا ضيييلم مسبتيييلم بجح يييام ميييي طرف ليييا 

علييييل العا ضيييية  𝑥 حايييياء كدالييية عاييييد أي موضييييع فلتعييييي ن مقييييدا  الإ  ،ل ييييلا وحييييده طيييول  𝑊0 مات ميييا قييييد ه

 بر ولي: - مكي استمدام معاللة اويلر

𝑑4𝑦(𝑥)

𝑑𝑥4
=
𝑊(𝑥)

𝐸𝐼
 

  تابف.معاملا الصلابة وئو   𝐸𝐼؛  التحميلاهي لاللم  𝑊(𝑥)  ؛هي لالة اي حااء 𝑦(𝑥)  أن حين

𝑊(𝑥)فجن  = 𝑊0    أن: ئ ا يع   

𝑑4𝑦(𝑥)

𝑑𝑥4
=
𝑊0

𝐸𝐼
→ (1) 

 فجن: (𝑐𝑐)بما أن العا ضة مدعمة  

𝑦(0) = 𝑦 ′(0) = 0

𝑦(𝐿) = 𝑦 ′(𝐿) = 0
} → (2) 

 حايياء وي ميييلا عاييد طرفييي العا ضيية ولكييي ئايياا كعيي  ااقييال ر التيي   ليي م التعييوي   لييا إأي أ ييلم ي  وجييد 

( يحقييا، 2باسيتمدام الشيرو  اليد يية فيي ) لييانيسوابيف لتعيكويجيب فرضييوا  إل اكي عايد اسيتمدام تحويييلا 

 أن:وعليلم بفر  
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𝑦‴(0) = 𝑐2
𝑦″(0) = 𝑐1

} (3) 

 (: 1ل رفي ااعاللة ) إل اك  في ون بالت ت   بتحويلا  إل اك  اليلا باستمدام تحويلا  

𝐸{
𝑑4𝑦(𝑥)

𝑑𝑥4
} = 𝐸{

𝑊0

𝐸𝐼
} 

𝑇(𝑣)حين    ]2-3] الخاصيةومي  = 𝐸{𝑦(𝑥)} : 
𝑇(𝑣)

𝑣4
− 𝑣−2𝑦(0) − 𝑣−1𝑦 ′(0) − 𝑦″(0) − 𝑣𝑦‴(0) =

𝑊0

𝐸𝐼
𝑣2 

 (:3في ااعاليت ) ايبتدا ية ( والقيم 2بتدا ية في ااعاللة )بالتعوي  بالشرو  اي 
𝑇(𝑉)

𝑉4
− 𝐶1 − 𝑉𝐶2 =

𝑊0
𝐸𝐼
𝑉2 

 : 𝑇(𝑣)بحلا ااعاللة بالاسهة لي

𝑇(𝑣) =
𝑊0𝑣

6

𝐸𝐼
+ 𝑐1𝑣

4 + 𝑐2𝑣
5 

 لل رف ن: العكسح   إل اك ب    تحويلا 

𝑌(𝑥) = 𝐸−1{𝑇(𝑣)} = 𝐸−1{
𝑊0𝑣

6

𝐸𝐼
} + 𝐸−1{𝑐1𝑣

4} + 𝐸−1{𝑐2𝑣
5} 

   :]3-3[مي الخاصية  

𝑌(𝑥) =
𝑊0

𝐸𝐼
𝐸−1{𝑣6} + 𝑐1𝐸

−1{𝑣4} + 𝑐2𝐸
−1{𝑣5} 

  ؛6ررب وقسملم اليد السالن في بو  2بررب وقسملم اليد السان  في و  24بررب وقسمة اليد ايول في 

𝑌(𝑥) =
𝑊0

24𝐸𝐼
𝐸−1{24𝑣6} +

𝑐1
2
𝐸−1{2𝑣4} +

𝑐2
6
𝐸−1{6𝑣5} 

 :   ون ( (Kim, 2013 لتحويلا إل اك جدول الومي  لال  

𝑌(𝑥) =
𝑊0

24𝐸𝐼
𝑥4 +

𝑐1
2
𝑥2 +

𝑐2
6
𝑥3 → (7) 

,𝑐2( لإ جال قيمة السوابف  2باستمدام الشرو  اليد ة في ااعاللة ) 𝑐1  : 

𝑌(𝐿) =
𝑊0

24𝐸𝐼
𝐿4 +

𝑐1
2
𝐿2 +

𝑐2
6
𝐿3 = 0 → (8) 

𝑌′(𝐿) =
𝑊0

6𝐸𝐼
𝐿3 + 𝑐1𝐿 +

𝑐2𝐿
2

2
= 0 → (9) 

 ا يا: ( 9( و )8حلا ااعاللت ن )ب
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𝑐1 =
𝑊0𝐿

2

12𝐸𝐼
, 𝑐2 = −

𝑊0𝐿

2𝐸𝐼
 

,𝑐2بالتعوي  بقيملم 𝑐1 ( 7ااعاللة:)  

𝑌(𝑥) =
𝑊0

24𝐸𝐼
𝑥4 +

𝑊0𝐿
2

24𝐸𝐼
𝑥2 −

𝑊0𝐿
3

12𝐸𝐼
𝑥3 

∴ 𝑌(𝑥) =
𝑊0𝑥

2

24𝐸𝐼
[𝑥 − 𝐿]2 

 .  (Spiegel, 1965) اارجع في ااتحصلا علية وئو اليلا 

 العارضة المدعمة ببساطة عند طرفيها . 2.5

دعمة   رم  للعا ضة اا فت ت ن.لت هية السان   وضح عا ضة سل ف عل لا تقلا ممسلة بدالة متصلة علل ا

𝑥عاد   (𝑠𝑠)ببساطة   = 𝐿, 𝑥 =  : بالصيغة التاليةتحملا تقلا مات م التوزيع والت   0

𝑊(𝑥) = {
00 < 𝑥 <

𝐿

3

𝑊0

𝐿

3
≤ 𝑥 ≤ 𝐿

 

-ويليراعايد أي موضيع عليل العا ضية، وعلييلم ميي معاللية y   فااس لة هي كيفية التعه   عيي لالية اي حاياء

 بر ولي:

𝑑4𝑦(𝑥)

𝑑𝑥4
=
𝑊𝑥
𝐸𝐼

→ (1),0 < 𝑥 < 𝐿 

 متصلة علل فت ات ل لط  مكي التعه   عنلا كدالة   وة كما  لي :  𝑊(𝑥)لكي الدالة  

𝑤(𝑥) = 𝑊0(𝑢(𝑥 −
𝐿

3
) − 𝑢(𝑥 − 𝐿)) 

 (:1وعليلم  مكي التعه   عي ااعاللة )

𝑑4𝑌(𝑥)

𝑑𝑥4
=
𝑊0

𝐸𝐼
(𝑢(𝑥 −

𝐿

3
) − 𝑢(𝑥 − 𝐿)) → (2) 

𝑥عاد   (𝑠𝑠)العا ضة مي  وو   = 𝐿, 𝑥 =  وعليلم: 0

𝑦(0) = 𝑦″(0) = 0

𝑦(𝐿) = 𝑦″(𝐿) = 0
} (3) 

𝑥عاد    حااءات إ وجد ع وم أو   أي ي = 𝐿, 𝑥 =  بتدا ية: اوبحين فر  قيم  0

𝑦 ′(0) = 𝑐1, 𝑦
‴(0) = 𝑐2 → (4) 
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ت ييون  إل اكيي باسييتمدام تحويييلا اليييلا  لولإ جيياويمكييي تحد ييد قيمملييا مييي  ييلال الشييرو  اليد يية يحقييا، 

 (.2ل رفي ااعاللة ) إل اك بتحويلا  الخ وة الولل، الت ت  

𝐸{
𝑑4𝑌(𝑥)

𝑑𝑥4
} = 𝐸{

𝑊0

𝐸𝐼
𝑢(𝑥 −

𝐿

3
) − 𝑢(𝑥 − 𝐿)} 

لل ييييرا ( (Kim, 2013 إل اكيييي لل ييييرا اليسيييير ومييييي  ييييلال جييييدول تحويييييلا   ]2-3[باسيييتمدام الخاصييييية 

 ال مي:

𝑇(𝑣)  حين: = 𝐸{𝑌(𝑋)} 
𝑇(𝑣)

𝑣4
− 𝑣−2𝑌(0) − 𝑣−1𝑌′(0) − 𝑌″(0) − 𝑣𝑌‴(0) =

𝑊0

𝐸𝐼
𝑣2𝑒−

𝐿

3𝑣 

 (:4( وااعاللة )3في ااعاللة ) ة بتدا يشرو  اي الباستمدام 
𝑇(𝑣)

𝑣4
− 𝑣−1𝑐1 − 𝑣𝑐2 =

𝑊0

𝐸𝐼
𝑣2𝑒−

𝐿

3𝑣 −
𝑊0

𝐸𝐼
𝑣2𝑒−

𝐿

𝑣  

 : 𝑇(𝑣)بحلا ااعاللة بالاسهة لي

𝑇(𝑣) =
𝑊0

𝐸𝐼
𝑣6𝑒−

𝐿

3𝑣 −
𝑊0

𝐸𝐼
𝑣2𝑒−

𝐿

𝑣 + 𝑣3𝑐1 + 𝑣
5𝑐2 

 العكسح :  إل اك باستمدام تحويلا 

𝑌(𝑥) = 𝐸−1{
𝑊0

𝐸𝐼
𝑣6𝑒−

𝐿

3𝑣 −
𝑊0

𝐸𝐼
𝑣2𝑒−

𝐿

𝑣} + 𝐸−1{𝑣3𝑐1} + 𝐸
−1{𝑣5𝑐2} 

 :4الهاد بالخاصية لالة الخ وة اا احة لتحويلا إل اك  ومي 

𝑌(𝑥) =
𝑊0

24𝐸𝐼
[(𝑥 −

𝐿

3
)4𝑢(𝑥 −

𝐿

3
) − (𝑥 − 𝐿)4𝑢(𝑥 − 𝐿) + 𝑥𝑐1 +

𝑥3

6
𝑐2 

𝑌(𝑥) = {

𝑐1
2
𝑥 +

𝑐2
6
𝑥3; 0 ≤ 𝑥 <

𝐿

3
𝑊0

24𝐸𝐼
(𝑥 −

𝐿

3
)4 +

𝑐1
2
𝑥 +

𝑐2
6
𝑥3;

𝐿

3
≤ 𝑥 ≤ 𝐿

} (9) 

,𝑐2( لتعي ن قيم السوابف  2باستمدام الشرو  اليد ة في ااعاللة ) 𝑐1 : 

𝑌(𝐿) =
𝑊0

24𝐸𝐼
(
2

3
𝐿)4 +

𝑐1
2
𝐿 +

𝑐2
6
𝐿3 = 0 → (10) 

𝑌″(𝐿) =
𝑊0

2𝐸𝐼
(
2

3
𝐿)2 +

𝑐2
6
𝐿 = 0 

⇒ 𝑐2 =
−2𝑊0𝐿

9𝐸𝐼
→ (11) 
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 (:10في ااعاللة ) 𝑐2بالتعوي  بقيملم

𝑐1 =
7𝑊0𝐿

3

243𝐸𝐼
→ (12) 

 (: 12( و )11( بااعاللت ن )9)في بالتعوي  

𝑌(𝑥) =

{
 

 
7𝑊0𝐿

3

243𝐸𝐼
𝑥 −

𝑊0𝐿

27𝐸𝐼
𝑥3; 0 ≤ 𝑥 ≤

𝐿

3
𝑊0

24𝐸𝐼
(𝑥 −

𝐿

3
)4 +

7𝑊0𝐿
3

243𝐸𝐼
𝑥 −

𝑊0𝐿

27𝐸𝐼
𝑥3;

𝐿

3
≤ 𝑥 ≤ 𝐿}

 

 
 

 العارضة المثبتة عند أحد طرفيها والحرة عند طرفها الآخر. 3.5

𝑥( حين  ك ء لا مسبتلم عاد 𝐶𝐹ئ ا الت هية  وضح عا ضلم مي  وو )  = 𝑥وحيرة التسبييف عايد  0 = 𝐿 

𝑥عاد 𝑃0سل  عل لا تقلا مرك   = 𝐿  بر ولي:- حااء مي معاللة اويلر، فيمكي حساب لالة الإ 

𝑑4𝑌(𝑥)

𝑑𝑥4
=
𝑊(𝑥)

𝐸𝐼
→ (1) 

𝑥 هيييي لالييلم التحمييييلا مسيييل لم عاييده 𝑊(𝑥)حييين  = 𝐿  بمقيييدا 𝑃0 وميييي تعرييي  لاليييلم الاهريييية Delta-

function: 

𝑊(𝑥) = 𝑃0𝛿(𝑥 − 𝐿) 
𝑥العا ضة مسبتلم بجح ام عاد   • =   حااء عاد تلط الاق ة: لل انعدام اايلا والإ إا يش    ئ 0

𝑌(0) = 𝑌′(0) = 0 
𝑥التسبيف عاد  ةك لط العا ضة حر  • = 𝐿 فجن الع م وقوه القح عاد تلط الاق ة:  

𝑌″(𝐿) = 𝑌‴(𝐿) = 0 
الشرو    ئ ه  القيم  جب    ايبتدا ية تمكي  كع   )ئااا  ااعاللة  لو ه  حلا  اليد ة  الشرو   مع 

 .التعوي  عنلا بسوابف(

𝑌″(0)لتعي ن قيموا بالشرو  اليد ة يحقا وهي  = 𝑐1, 𝑌
‴(0) = 𝑐2   

 (: 1للمعاللة )  إل اك بتحويلا   ت ت   ال  هي إل اك تحويلا  اليلا باستمدام  لوت ون الخ وة الولل للإ جا

𝐸{
𝑑4𝑌(𝑥)

𝑑𝑥4
} = 𝐸{

𝑃0𝛿(𝑥 − 𝐿)

𝐸𝐼
 

 يرا ال ميي لل (Kim, 2013)الية للتيا ميي جيدول تحوييلا لل يرا اليسير وتحوييلا ل  ]2-3[ومي الخاصية 

𝑇(𝑣): نعلما ب  = 𝐸{𝑌(𝑥)} 
𝑇(𝑣)

𝑣4
− 𝑣−2𝑌(0) − 𝑣−1𝑌′(0) − 𝑣𝑌″(0) − 𝑌‴(0) =

𝑃0
𝐸𝐼
𝑣𝑒−

𝐿

𝑣 

 بتدا ية:باستمدام الشرو  اي ( Kim, 2013) إل اك  م تحويلا اليد ال مي مي  لال جدول تحويلا  ت
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𝑇(𝑣)

𝑣4
− 𝑐1 − 𝑣𝑐2 =

𝑃0𝑣𝑒
−
𝐿

𝑣

𝐸𝐼
 

 :  𝑇(𝑣)ليلا ااعاللة بالاسهة لي

𝑇(𝑣) =
𝑃0𝑣

5𝑒−
𝐿

𝑣

𝐸𝐼
+ 𝑐1𝑣

4 + 𝑐2𝑣
5 

 العكسح  ل رفي ااعاللة:  إل اك ب    تحويلا 

𝑌(𝑥) = 𝐸−1{𝑇(𝑣)} = 𝐸−1{
𝑃0𝑣

5𝑒−
𝐿

𝑣

𝐸𝐼
+ 𝑐1𝑣

4 + 𝑐2𝑣
5} 

 : ((Kim, 2013  إل اك  باستمدام جدول تحويلا  

𝑌(𝑥) = 𝐸−1{
𝑃0𝑣

5𝑒−
𝐿

𝑣

𝐸𝐼
} + 𝐸−1{𝑐1𝑣

4} + 𝐸−1{𝑐2𝑣
5} 

𝑌(𝑥) =
𝑃0
6𝐸𝐼

(𝑥 − 𝐿)3𝑢(𝑥 − 𝐿) +
𝑐1
2
𝑥2 +

𝑐2

6
𝑥3 

𝑌(𝑥) = {

𝑐1
2
𝑥2 +

𝑐2
6
𝑥3; 0 < 𝑥 < 𝐿

𝑃0
6𝐸𝐼

(𝑥 − 𝐿)3 +
𝑐1
2
𝑥2 +

𝑐2
6
𝑥3; 𝑥 = 𝐿

} 

  جال: إبالتعوي  بالشرو  اليد ة  مكي 

𝑐1 =
𝑃0

𝐸𝐼
, 𝑐2 = −

𝑃0

𝐸𝐼
 

  حااء:الإ وبالتالي ت ون قيملم لالة  

𝑌(𝑥) =
𝑃0𝐿𝑥

2

2𝐸𝐼
−
𝑃0𝑥

3

6𝐸𝐼
; 𝑥 ≤ 𝐿 

 . (Spiegl, 1965) في اارجع ااتحصلا عليلمليلا ل م ابة  ا اليلائ 

 الخاتمة. 6

توضييح   جالئيا وكي لطإالت  تتلخح فيي عير  الاتيا م الر يسيية الجد يدة التي  تيم و في  تام ئ ا الهحن 

و مييا تقتصيير عليييلم ئيي ه الد اسيية تييم عيير  الد اسييات ااسييتقهلية كات العلاقيية  ليي ه الد اسيية. أاليييدول 

التفاضييلية ااعروضيية ئييم الاتييا م التيي  تييم اليصييول عل لييا  ليي ا الهحيين هييي إ جييال حلييول فعلييية للمعالليية أ

 لفية وكليط بت هييةتشرو  حد ة ممك  ولي اارفقة  ب  -بالعد د مي الد اسات السابقة وفة   رية اويلر 

للعييييوا   اار يييية  السيييي وان ك كا ييييف اليلييييول الفعلييييية اسيييي لة الإ حايييياء إالت يييياملي.  ل اكيييي تحويييييلا إل جد ييييد

وااقييول ب لييياا مر يية فييي اليييايت التالييية: عييوا   مدعميية ببسيياطة عاييد اليييافت ن وعييوا   مسبتيية عاييد 
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الييافت ن وعييوا   مسبتيية عاييد حافية ومدعميية ببسيياطة عاييد اليافيية ال يرل وكيي لط عييوا   مسبتيية عاييد 

اييا تتم ييء بييلم التحييويلات الت املييية بج جييال اليلييول الفعلييية للمعيياليت و  حافيية وحييرة عاييد اليافيية ال ييرل.

بد اسة ااسي لة  ن  وصح أالتفاضلية مي إم ا ية اليصول علل اليلول الفعلية وليس التقريبية،  مكي 

ليل كليط إالإضيافة ب. لويا القيد ة عليل مقاومية الس ي  ب لييااي حالية العيوا   اار ية ااقيواة فيموضوو الهحن  

ل اك  بالد اسيات ااسيتقهلية لإ جيال حليول معياليت تفاضيلية وفية شيرو  اسيا لا إت هية تحويلا  مكي  

 حياء وضع  العلوم ال هية.حصاء وال الف ء اء والإ و  ااي ا ي امتاوعة في علوم 
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  A


  A = { f ( t ) : ∃ M ;   k 1 ,   k 2 > 0 : f ( t ) < M   e     | t |    k  i , i f t ∈ ( − 1  )  i × [ 0 , ∞ ) } → ( 1 )


  v


    k 1 ,   k 2 ∈ ∞


  M > 0


  T ( v ) = E { f ( t ) } = v   ∫ 0 ∞  f ( t )   e  −   t  v d t ; v ∈ [ −   k 1 ,   k 2 ] → ( 2 )


  T ( v ) = E { f ( t ) } =   v 2   ∫ 0 ∞  f ( v t )   e  − t d t ;   k 1 ,   k 2 > 0 → ( 3 )


  T ( v )


  f ( t )


  E {   f  ( 2 ) ( t ) } =   T ( v )    v 2 − f ( 0 ) − v   f ′ ( 0 )


  E {   f  ( n ) ( t ) } =   T ( v )    v  n −   ∑  k = 0  n − 1    v  2 + k − n   f  ( k ) ( 0 )


  E { a f ( t ) ± b g ( t ) } = a E { f ( t ) } ± b E { g ( t ) }


  a , b


  g ( t ) , f ( t )


  E { t   f  ( 1 ) ( t ) } =   v 2   d  d v [   T ( v )  v − v f ( 0 ) ] − v [   T ( v )  v − v f ( 0 ) ]


  E { u ( t − a ) } =   v 2   e  −   a  v


  v > 0


  E { f ( t ) } = T ( v )


  E { f ( t − a ) u ( t − a ) } =   e  −   a  v T ( v ) → ( 1 )


  u ( t − a )


  x y


  y ( x )


  W ( x )


      d 4 y ( x )  d   x 4 =   W ( x )  E I → ( 1 )


  E


  I


  E I


  y ( x ) =   y ′ ( x ) = 0


  x = 0


  x = L


  y ( x )   = y ″ ( x ) = 0


    y ″ ( x ) =   y ‴ ( x ) = 0


  c


  s


  F


  ( c c )


  L


    W 0


  x


      d 4 y ( x )  d   x 4 =   W ( x )  E I


  y ( x )


  W ( x )


  E I


  W ( x ) =   W 0


      d 4 y ( x )  d   x 4 =     W 0  E I → ( 1 )


  ( c c )


      y ( 0 ) =   y ′ ( 0 ) = 0   y ( L ) =   y ′ ( L ) = 0 } → ( 2 )


        y ‴ ( 0 ) =   c 2     y ″ ( 0 ) =   c 1 } ( 3 )


  E {     d 4 y ( x )  d   x 4 } = E {     W 0  E I }


  T ( v ) = E { y ( x ) }


    T ( v )    v 4 −   v  − 2 y ( 0 ) −   v  − 1   y ′ ( 0 ) −   y ″ ( 0 ) − v   y ‴ ( 0 ) =     W 0  E I   v 2


    T ( V )    V 4 −   C 1 −   V C 2 =       W 0  E I   V 2


  T ( v )


  T ( v ) =     W 0   v 6  E I +   c 1   v 4 +   c 2   v 5


  Y ( x ) =   E  − 1 { T ( v ) } =   E  − 1 {     W 0   v 6  E I } +   E  − 1 {   c 1   v 4 } +   E  − 1 {   c 2   v 5 }


  Y ( x ) =     W 0  E I   E  − 1 {   v 6 } +   c 1   E  − 1 {   v 4 } +   c 2   E  − 1 {   v 5 }


  Y ( x ) =     W 0  24 E I   E  − 1 { 24   v 6 } +     c 1 2   E  − 1 { 2   v 4 } +     c 2 6   E  − 1 { 6   v 5 }


  Y ( x ) =     W 0  24 E I   x 4 +     c 1 2   x 2 +     c 2 6   x 3 → ( 7 )


    c 2 ,   c 1


  Y ( L ) =     W 0  24 E I   L 4 +     c 1 2   L 2 +     c 2 6   L 3 = 0 → ( 8 )


    c 1 =     W 0   L 2  12 E I ,   c 2 = −     W 0 L  2 E I


    c 2 ,   c 1


  Y ( x ) =     W 0  24 E I   x 4 +     W 0   L 2  24 E I   x 2 −     W 0   L 3  12 E I   x 3


  ( s s )


  x = L , x = 0


  W ( x ) =  {    00 < x <   L 3     W 0   L 3 ≤ x ≤ L


      d 4 y ( x )  d   x 4 =     W  x  E I → ( 1 ) , 0 < x < L


  W ( x )


  w ( x ) =   W 0 ( u ( x −   L 3 ) − u ( x − L ) )


      d 4 Y ( x )  d   x 4 =     W 0  E I ( u ( x −   L 3 ) − u ( x − L ) ) → ( 2 )


  ( s s )


  x = L , x = 0


      y ( 0 ) =   y ″ ( 0 ) = 0   y ( L ) =   y ″ ( L ) = 0 } ( 3 )


  x = L , x = 0


    y ′ ( 0 ) =   c 1 ,   y ‴ ( 0 ) =   c 2 → ( 4 )


  E {     d 4 Y ( x )  d   x 4 } = E {     W 0  E I u ( x −   L 3 ) − u ( x − L ) }


  T ( v ) = E { Y ( X ) }


    T ( v )    v 4 −   v  − 2 Y ( 0 ) −   v  − 1   Y ′ ( 0 ) −   Y ″ ( 0 ) − v   Y ‴ ( 0 ) =     W 0  E I   v 2   e  −   L  3 v


    T ( v )    v 4 −   v  − 1   c 1 − v   c 2 =     W 0  E I   v 2   e  −   L  3 v −     W 0  E I   v 2   e  −   L  v


  T ( v )


  T ( v ) =     W 0  E I   v 6   e  −   L  3 v −     W 0  E I   v 2   e  −   L  v +   v 3   c 1 +   v 5   c 2


  Y ( x ) =   E  − 1 {     W 0  E I   v 6   e  −   L  3 v −     W 0  E I   v 2   e  −   L  v } +   E  − 1 {   v 3   c 1 } +   E  − 1 {   v 5   c 2 }


  Y ( x ) =     W 0  24 E I [ ( x −   L 3  ) 4 u ( x −   L 3 ) − ( x − L  ) 4 u ( x − L ) + x   c 1 +     x 3 6   c 2


  Y ( x ) =  {        c 1 2 x +     c 2 6   x 3 ; 0 ≤ x <   L 3       W 0  24 E I ( x −   L 3  ) 4 +     c 1 2 x +     c 2 6   x 3 ;   L 3 ≤ x ≤ L } ( 9 )


  Y ( x ) =  {        c 1 2 x +     c 2 6   x 3 ; 0 ≤ x <   L 3       W 0  24 E I ( x −   L 3  ) 4 +     c 1 2 x +     c 2 6   x 3 ;   L 3 ≤ x ≤ L } ( 9 )


    c 2 ,   c 1


  Y ( L ) =     W 0  24 E I (  2 3 L  ) 4 +     c 1 2 L +     c 2 6   L 3 = 0 → ( 10 )


    c 2


    c 1 =   7   W 0   L 3  243 E I → ( 12 )


  Y ( x ) =  {      7   W 0   L 3  243 E I x −     W 0 L  27 E I   x 3 ; 0 ≤ x ≤   L 3       W 0  24 E I ( x −   L 3  ) 4 +   7   W 0   L 3  243 E I x −     W 0 L  27 E I   x 3 ;   L 3 ≤ x ≤ L }


  C F


  x = 0


  x = L


    P 0


  x = L


      d 4 Y ( x )  d   x 4 =   W ( x )  E I → ( 1 )


  W ( x )


  x = L


    P 0


  W ( x ) =   P 0 𝛿 ( x − L )


  x = 0


  Y ( 0 ) =   Y ′ ( 0 ) = 0


  x = L


    Y ″ ( L ) =   Y ‴ ( L ) = 0


    Y ″ ( 0 ) =   c 1 ,   Y ‴ ( 0 ) =   c 2


  E {     d 4 Y ( x )  d   x 4 } = E {     P 0 𝛿 ( x − L )  E I


  T ( v ) = E { Y ( x ) }


    T ( v )    v 4 −   v  − 2 Y ( 0 ) −   v  − 1   Y ′ ( 0 ) − v   Y ″ ( 0 ) −   Y ‴ ( 0 ) =     P 0  E I v   e  −   L  v


    T ( v )    v 4 −   c 1 − v   c 2 =     P 0 v   e  −   L  v  E I


  T ( v )


  T ( v ) =     P 0   v 5   e  −   L  v  E I +   c 1   v 4 +   c 2   v 5


  Y ( x ) =   E  − 1 { T ( v ) } =   E  − 1 {     P 0   v 5   e  −   L  v  E I +   c 1   v 4 +   c 2   v 5 }


  Y ( x ) =   E  − 1 {     P 0   v 5   e  −   L  v  E I } +   E  − 1 {   c 1   v 4 } +   E  − 1 {   c 2   v 5 }


  Y ( x ) =  {        c 1 2   x 2 +     c 2 6   x 3 ; 0 < x < L       P 0  6 E I ( x − L  ) 3 +     c 1 2   x 2 +     c 2 6   x 3 ; x = L }


    c 1 =     P 0  E I ,   c 2 = −     P 0  E I


  Y ( x ) =     P 0 L   x 2  2 E I −     P 0   x 3  6 E I ; x ≤ L

